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SUITE DU 

CALCUL INTÉGRAL. 

TRËiNÏË-SËPÏlÈMË LEÇON. 

S^ffêtenUmUon tt intégrati<m soms Usigne»'-^ Oiflërentiation d une ini<%ralo 
déflnte par rapport à aes limites. — Intarprétation géométrique. » 
DiQerentiation d'une intégrale définie par rapport à un paramètaie va-* 
riable.— Interprétation géométrique. — DtlTérontiation d'une int^pvle 
Indéfinie. — intégration tout le «igne,«— DétermnaUo» des int^les 

JtëfiUe». — I »in* xdr, ^ Formule de Wallia. 



A SES jMtnm, 

443. On sait qu'étant donnée une fonction quelconque 
de x^f{x) , il existe toujours une autre fonction <f{x) 
telle que l'on «it 

et que Tînt^rale générale def{x) dx es,% alors représentée 
par 

c étant une constante arbitraire. 

Désignons par u l'intégrale àef(x)dxy prise entre 
deux limites a et 6; on aura 

IL " t 
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9 * COLRS D AHiALYSË. 

L*iiitégrale détinie u ne dépend plus àtsXy niais elle est 
une fonclion des limites a et et Ton peut se proposer 
de la dilFérentier par rapport k Vune on à Fautre de ces 

limites. On y parvient aiséinenl saiià eirecluei 1 iiuégra- 
lion. En effet, de rcçalité 

on déduit 



tin 



et puisque 9' (jp) =:/(af) , 

(0 • S=-/(.). 

444. Si a et 5 sont des fonctions d'une certaine va- 
riaUe I, indépendante de X, en désignant par du la dif- 
férentielle totale de u considérée comme fonction de la 
variable indépendante l , oti aura (1 , 40) [*} 

ss — rfii 4- » 
da ab 

et , par conséquent , 

On obiieiidia ensuite du en fonclion «le t en remplaçant 
dans cette formule, da^ db , par leurs valeurs eu 

fonction de . . . 

IUTBIIPRÉTATIOB GÉO MÉTRIQUE. 

445. Soit 

rtg. loi. J =/(*)» 

l'équation en coordonnées rec- 
tangulaires de la courbe CD' : 

Tintégi ale délinie 



f 








1 




F 


























0 




â A' 


9W r 



[*] (! , 40) indique nn renvoi an 40 du premier volume. Les ren- 
vois an becond volume «eronl simplement indiqués par le numéro du 
paragrapbc. 
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TRBMTE-SEPVlfeMB LEÇON. % 

représente Va'iie ABCD. Donnons aux liniilcs a et h k's 
accroissements infiuimcnt petits 

AÂfz=zàa, BB' 

on aura 

A'C'D'B's=«H-rfie 
€t , </<»= ~ AA'CC-f-BB'DD'. 

Or on peut remplacer AÂ'CC el BB'DD' par les rec- 
tangles ACE A' et BDF6' qui n^en différent que «lé quan- 
tités iiiiiiiimerit petites du second ordre (1, 104>) ^ on aura 
done 

A A ce = / ( « ) , mh D' =f{b)^b, 
et, par suite, 

DIFFÉREKTIATION D U^E INTÉGRALE Dl l IMK PAR RAPPORT 
A un PARAMETRE VARIABLE. 

440. Supposons que la fonction placée sous le signe ^ 
dépende d'une variable autre que X, et soit 



M = f («y t) dX, 



Si les limites a et 6 sont indépendantes de on aura , 
en donnant k t raccroissement Ac, 

jf + Aii = j /(.i',f 4- Ar)rf«, 

par suite 

et, si i on fait décroître indéfiniment Ae, on aura à la 

t. 
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4 COURS DAKALTSE. 

limilc 



447. Quand a et & dépeudent de du d<^*signant U diffé- 

dm du dti 
S' 55' dt 



rentielle totale dé li, et ~» ^5 ^ le» dérivées paiiiclles 



de celte fonction , on a 

(lu , (lu (lu 

du--- da -f- -T/ -t- — A: 
da db ut 

mais (443, 446) 

s; = 5»=^^*'')' Â = J. rf/-*» 

donc 

INTEUFRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 

448* Soit CD la courbe dont Téquation est, en coor* 

Fig. lOD. données rectangulaires, 




Si OÂ = a, OB =s & ) on aura 

«= J /(x, rfx = aire ABCD. 



Donnons à ^ raccroissemcnt 
intinimeut petit dt : a et 6 qui sont (ks fonctions de £ re- 
çoivent des accroissements kM^da^ BB'=<i6. En même 
temps la courbe CD se change en nne autre courbe EH 
infiniment voisine, et Ton a 



u -i- du 



' f{x, t -+- di) d,T = aire A' GHB' ; 



Mais aire A' GHB' ~ AKKii — AEGA' -h BFHB', 

donc = A'GHB — ACDB 

= ( AEFB — ACDB ) AEGA' + BFHB' , 
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TtEifTE-SEPTIÊME LEÇON. 5 

OU, eu uégligeaul des iiifiuiment petits du sccoud urdret 



et eofin 



f/u = iit J 



dx --/{a^t) da -h t) db. 



DIFFÉKUlTlATlOlt d'iIHE IHTAORALB I1ID6fWIB PAR RAPPORT 
A VIT PARAKÈTRS TARIABLB. 

449. Soit u l'int( i;r ahî indéCinio de Ji^X^ l) r/jr, dans 
laquelle L désigne un paraniètro variable qui ne dépend 
pas de ; on peut, saus rien èler à la généralité d€ cette 
intégrale, récrire sous la forme 



étant uue fonction arbitraire de l» Dilléreu lions 
maintenant par rapport à l, en supposant que t ne dé- 
pende pas de a : nous aurons (446) 

mais comme est une constante par rapport à le 

second nienibie revient à Tintégrale iudéiinie de ^^x, et 
l'on peut écrire 

dï^J dt 

Ainsi, pour diffèrentter une intégrale indéfinie par 
rapport à un paramètre variable, il suffit de différen-- 

lier, par rapport à ce paramètre, la jonclion placée sous 



le signe 



IHTÉGRATION SOUS LE SIGNE. 

450. Si Ton multiplie par dy l'intégrale définie 

h 

/(.ar,,r)rf^. 
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6 COURS O^AMALTSE. 

que Ton. iiitî'gic ensuile par lappot l l\ y , ou aura 

Or je dis que Fou peQt ÎDter venir l'ordre des intégra- 
tions, c'est-à-dire que Ton aura la formule 

En etiet, on . a (449) 

donc, en inti^rani les deux membres de cette équation par 
rapport à jr^ il en résultera 

et, si l'on prend pour limites de / les constantes c et 
on aura 

Je Je Ja 

451 . L'interprclaliun i^comclriquc cic cfite formule est 
facile^ car ses deux membres repiéseiileut également le 
.oG. volume ABCDA'B'CD' com- 

pris entre la surface qui a pour 
équation z = J\x^y\^ le plan 
des xy et les quatre plans qui ont 
pour équations 



u 





A 


















fc 










— 1 


X 








/" 



x= a. 



uyiii^ed by Google 



TREJNTE-SËFTIEME LEi^OH . 
DÉTERMINATION DE INTÉGRALE 



On peul. déterminer une intégrale définie quand 
on connaît Tint^rale indéfinie ; mais il y a souvent dt*s 
simplifications. Ainsi ^ quand on a 

il en résulte 

et 8Î ^(x) est plus simple que y (j:) , rîfilép;rale cher- 
chée sera ramenée par cette formule à une intégrale plus 

simple. 

âoil) par exemple, l'iniégrale 

Elii intégianL par parties, on a 
J* lin»* <te = ^tin'^* ces «) 

= — sin*"*' X cos « 4- (« — i) ^ sin""» jrcos*4:i£r; 
<»u bieU) en remplaçant oos'je: par i ^sin*x, 
J*tin'xdx = — sin"-' « cosx H- (« — 0 ^sin*-»*t dx 
— (« — I ) Jwaf'je dv. 

De là ou lire 

/'sm"xiix^ — -sin"~'.rco6JC ■+- ^ / sin" 'a i/j?. 
n n J 

Intégrons maintenant entre les limites cet ~ vt observons 
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que le premier terme du second membre s'aouule à ces 

deux limites, n éuni plus grand que i, il vieodra 



n — I 



Soit n pair ; nous aurous successivement 



3 

_ n — 5 

♦ 

«3 = - Ko, 

2 



Si Ton multiplie toutes ces équations membre à 
membre , il vient 

f y TT I 3 5 // I 

^ a a 4 6 A 

En changeant /t en n + i dans la formule (1), on aura 



et ensuite 



« — I 



2 



En multipliant toutes ces équations membre a membre, 



on aura 

/a\ 2 4 



• • • 



353 « + 4 
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4Ô3. La fol'ulule (i) nt' peut plus servir à la détermi- 
nàtîon de qnand n n'est plus un nombre entier; 
mais on peut l'employer à réduire cet indke au-des^ 
50U& de Tunité. Dana tous les cas, en faisant j = 5ÎnXt 

Tintégrale 



1T 



J* ^ SÏTl" XfLc 



se ramèae à la suivante 



qui est algébrique. 

FOKMITJLB DE WALLIS. 

454. On peut déduire de ces formules la valeur de ~ 

exprimée par un pi uJuii tl uju iiiiînité de fadeurs. Eu 
effet, puiscjue siii a* est moindre que lu mit*, ou a 

sin"x>sin"'*''jp 

pour toutes les valeurs de x comprises entre o et 
donc on*a 

T îr 

c'est-à-dire 

*«^^ "114.1 • 

De Là, et des formules (2) et (3) trouvées plus haut (452), 
on tire 

AT i-. 2 4 4 " 



• rr- • ^ • • • I ■ ■ ■ I • 



2 I 3 3 0 n — j /» H- I 
On aura de même 
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ou bicii 

ir 2a44 " " « + 2 

2 1 3^5 il— I « -H I If + I 

Donc sî Ton pose 

a 4 4 « « 

1 3 35 A — 1 ffrl-i 

on aura 

->A et -<A- =AH . 

2 /î-i-i \ /i-hi/ 

11 CD résulle que 

a éiaiit une quanlité plus pelito que ^ » et comme 

rcri ost vrai, quelque grand que soil /i, ou auia , eu sup- 
ptKsaal // = oc , 

ir 2 4 4 6 
a 1 3 3 5 5 

Celle formule remarquabl** a ëlé découverle par VV allis. 
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II 



trejnte-huitième leçon. 

Suite de ta déterminât ion des intégrales iléfinies. — lnté(;rales eulcriennes 
de deuxième esjièce. — Intégrales obtiinucs par la (!iflerenti;tfi«>ri ou 
riaté{jration sous le signe, — par des coosidératioiis {jeometriques , — 
par la séparation de» quantités réelles et des imaginaire:» , — par une 
équation dilTérentielle. 

lUTÉCnALES BULÉRIENUfES DE SECOIIDB ESPÈCE. 

155. On donne le nom intégrale eulérivniie de se- 
conde espèce à l'intégrale déGnie 

T[n) = j^-'er'eù:. 

L^ex[)Osarii (\v. j: doit être siippoM' positif; t-ar .si n éuit 
égal au nombre négatif — 1 intégrale considérée aurait 
une valeur iuûnie. Ëu effet, oo a, a étant compris entr^ 
o et I, 

II.. r ' 

or pour fl = o, -1-esi infini : i iuiegiale i x~^'~'d.c 
est donc infinie, et il en est de même, a fortiori, de l'inté- 



grale J 



456. L'intégrale F (n + 1) peut se ramener à F (n), 
£n int^rant par parties, on a 



Or X" s'annule pour x = o et aussi pour j; = oo , 
£n ellet , puisf^uc 

on a , rpicl <|ue soit /, 



COURS d'ikalyse. 

par cuiisc(j[iicnl 

1*2 . • I 

Or, quand on prend * > « , oe qui est évidemment per- 
mis, le second membre devient op pour a: = co . Donc 
le produit x^^e* devient aussi infini, et par conséquent 
son inverse a "tf""^ devient nul pour x = oc . 

D'après cela, si Ton int^re entre les limites o eloo , 
on aura 

ou r(« H-i) = «.r(/ï}. 

457. On aura de même . 

L't si /ï est entier, on ai i i vera à 

r(2) = ir{i), 



1. 



Par conséquent, on aura pour n entier et positif 

r(«) = i.a.3. . .(/I — i). 
Si n, sans être entier, est plus grand que i , la formule 

r(«)==(/i— i)r(ia — i) 

permettra de réduire Tint^grale F («) à rînlégraler (v), 

dans laquelle v désigne un nombre posilil moindre (|ue i ; 
de sorte (jue pour calculer la fouclion F (//) il suffit d'a- 
voir les valeurs de cette fonction pour les valeurs de Tin- 
dice n comprises entre o et t . 

458. U intégr air F ( w) peut prendre une autre forme , 
eu posant e~'= on a 

.r =r J - ) ftjc = ï 

r X 
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IHTÉGRALBS qui se D^DUISBItT d'uHE IHTÉGEALB CONEtTE ^ 

PAE LA DtFPftEBlITlATlOll SOrS LE SIGEB. > [ » 

459. La diiréreiitiatiou sou& le signe pei laei de déduire 
d'une intégrale définie connue de nouvelles intégrales. 

Eu voici quelques exemples : . . r 

I — = -ir-7, — 

Diâërentions n fois par rapport à a : il en résulte 

Jf'* 1.2.3 . .« I 3 5 an — I I ir 
^ (.r'-h o)"-^' 2 2 2 2 2 

et, par suite, 

de 1 .3.5. . .(2ff — > i) n 



1^ 



K (-^'-H»)""^' 2. 4. 6... 2/1 



Si Ton diilcreiiiic les deux luembres de celle égalité n — 1 
fois par rapport à a, on aura 



e~^^af^-' dx = 1.2.3. . .(« — i) 

ou bien 



f 



0 



460. Ce dernier résultat subsiste quand on remplace la 

quanlité réelle n par l'expression iniaginaii c: a -f- 5 si — 
dans l.Kpielle la partie réelle a est positive. 
Ën eiiet , on a 



.(a+^vcr,),^^^ = — ^ H- e 

a -\-h \ — i 



—e-" (cos bx ~~ I sin 
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et, par coiis<k|Ucnt, 

Si maintenant on di tTérentic cette égalii é n — x fois par 
rapport à a, on aura 

0 {a -f- V — 0* 

cfî qui est la dernière formule du 459 étendue au cas où 
<t est imaginaire. 

461. Cette formule fournira d'autres intégrales, au 
moyen de la séparalion des quantités réelles et des imagi- 
naires. Pbsons 

{ a b ^ — i ) — ^ (coso -h y — I sin o), 
c'est-à-dire 

p=V^rt'4-£>% cos Q = — ^ , sinô= ^ 



la dernière équation devicjit 



f ir** (cos 6x — — I sin bx) x"-' tic 
•/o 

sc^-^ (cos/rÔ — J — isinAô)) 
équation qui se partage en deux autres : 

Jr* . ^ ^ • 

COS 0jr«iLc cosff 0. 

/Notre démonstration suppose que^ est uii nombre, 
tier^ mais ces formules sidbsistent quel que soit n. 

tMTÉOKÀLES DÊOUITBS D*àtlTRE8 lUTtoltALBS AU MOTSN DB 
L*tNT£GaATIOK SOUS VE SIGNE. 

•4ëâ. L'intégration des intégrales définies par rapport 
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TRENTE -HUITIÈME LEÇON. |5 

aux constantes qu'elles renfennent fournit encore de 
nouvelles intégrales. Ainsi, soit 

e-"' cos bx (ia: = — j- » 

intégrale qui se déduit de la dernière formule (401) eu pAr^ 
faisant s= i . Il én resuite, c étant une constante moindre % [^-^ *L 
que a, W ' ^ • 

Mais 

Jo Jo Je 

d mi autre eolé, 

Jr 



— cos b.r(lxi 



2 C'-hA* 



Donc 



£ 



^s ù.vaa: = - I r- . 

X 2 H- fc»' 

463. Si Ton fait 5 = o, on a 



X 



On obtiendrait encore ce résultat en intégrant relative- 
ment à a, entre les limites c el fl, les deux meiubn s de la 
formule 



* I 



'464. Par le même procédé, de la formule 

b 



sin (i.r •= 7- , 

0 



Digitized by Google 



i6 COURS o'ahalysb. 

on déduira 

J] da f e~" aia bx dx =■ Ç ' -^^-r 

a r 
rrapc taiig ^ — • arc tan g 



Mais 



\ da j er**t,inb,vdx = I dr 1 sin ùxer^'da 

c Jo Jo Je 



- sin bjc dx ; 



donc 



sin bxdx ^%fc tang ^ — arc Cane v • 



465. Si l'on fait a = oo,c=:o,oaa 



/ 



ax = <-^9 



pourvu que b soit ]> o> Si Ton avait b -^o, le second mem-* 

bre serait — Cette intégrale présente donc uiu' disconti- 
nuité remarquable : constante, lorsque b varie en oonser' 
vant le même signe, elle passe brusquement de — - a - 
lorsque Z>, eu s'ëvauou.iâaaiiL, pabâc du négalii au positif. 

EMPLOI DE C0N8ID1ÊIIAT10KS GéOMÊTRIQUBS POUR LA 
DÉTERMIIIATION DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES. 



466. Llni^rale 



ac 



a été déterminée par M. Poisson à Taide d'un procédé 
très-remarquable. Si Ton change x en on aura encore 



J/IOO 



00 

4r. 
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«7 



J/»ao /»(» 
o «/o «/o •/© 

Soient maintenant trois axes rectangulaires Oor, Oj^, 
Ojs et 

'Vif. 107- r=o, »î=s<r^, 

les équations d'une courbe 

située dans le plaîi zOx. Si 
cette courbe tourne auiniu' 
de l'axe Oi:, elle engendre- 
ra une surface ayant pour 
' éfpiation 

iz=.e ' / , 
et l'intégrale double 

représentera le quart du volume compris entre la sur- 
face et le plan xOy, On peut évaluer ce volume en Je par- 
Ugeant en une infinité de tranches cylindriques dont Qz 
soîl Taxe commun. La tranche dont les surfaces exté* 
rieures ont pour rayons r el r-h ^ est égale à sa base 
2 nrdr multipliée par sa hauteur z OU e~'* : on a donc 




doù 



4 



467. Un procédé analogue peut être employé pour la 
détermination d'autres intégrales. Supposons que Ton ait 
à évaluer 



Jo «/o 



Cette intégrale représente la portion située dans Tangle 
des coordonnées positives du volume compris entre la 
IL a 
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surface qui a pour ik|UiUiou 
1^. ,08. 

, et le plan xOy, Décomposons 

ce volnme en éléments inlini' 
ment petits par des plans 2 OS, 
sOR menés par Taxe des z et 

If// * par des cyliiidrci» PQ , RS ayant 
s pour axe commun. Si Ton 

poso OP = r, PO j: = 0 , le 
prisme infiniment petit MPQKS ayant pour base le rec- 
tangle PQRS s rdOdr^ et pour hauteur 

i r ) =/(rcos6, rsinO), 

/^Cl^^^'^'^^aura pour volume 

rd9dr/{ r cos 9, r sin 0). 

LHntégralc proposée pourra donc être remplacée par la 

suivante 

XI ^ / (r cosô, r sin ô)nrffi<ir, 
t/b 

dont la valeur sera quelquefois plus facile à trouver. 

408. L'intégrale 1 

Jo 



e dx = - ^Tt conduit à la sui- 



vante 



Eu eflei, 



•00 



.go ■/ — QO «A) 

Si l*on change jr en — jr , on a 

X* r- 
- «5 

469. Plus g^éralement, si / {x) est une fonction paire 
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de c'est-à-dire une fonction telle, que Ton ait identi- 
quement f(x) = /( — x), on aura 

/(j:)dlr = 2 / f{x)dx, 

•OD Jo 

En effet, 

Xoo /^o /»«> 

f 

MaÎ9 

-se Jo «/o 

donc 

• 00 i/o • 

On prouverai l de la même manière que si f {x) est une 
fouciioii impaire, c'est-à-dire si /"( — x) = — J {'^)y 
aura 

/(•f) tijc O. 

470. Si, daus i'inlcgrale 
on remplace x par x ^ , on aura 

En difTérentiaot cette dernière équation n fois de suite 

par rapport à a, ou aura 

X" ^ . r 1.3.5. (ait — i) 

et, si Ton faitassi, 

X* , . V- 1.3.5. . — 1) 
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EMPLOI DES IMAGINAIRES. 

471. Ën changeant xen x^a dans Téquation (i), elle 
devient 



ou 

mais OR a 



J ~<X> 

^**->« _ , 



■ 

roc 
». i> 

donc on aura 

• /*« * 

J <r-'* H- r-î"' ) f/jT = <ï*' V^. 

Les deux membres de cette équation peuvent èire dévc- 
Toppés en .séries convergentes, suivant les piiiss.i nces 
entières et ascendantes de a, et comme Téquation a lieu 
pour toutes les valeors réelles d e a, ies coetfacï entrées 
méx&es pniasanGes de a doivent être égaux dans les deux 
membres ^ d*oà il suit qne Téquatlon subsistera si Ton y 
remplace a par une expression imaginaire» En posant 

a^OL^ — i,d'oiL e'"* -h 6"'^"'= 2 eos2awf, elle devient 



i 



o 



Ainsi le passage des quantités réelles aux imaginaire» 
peut faire découvrir de nouvelles intégrales, comme on 
Ta déjà remarqué au n^ 460. 




INTÉGRALE OBTESCVK A L^AIDE n^VNB ÉQUATIOM 
mFFÉIIEltTIEI.LE. 

472. Un autre procédé cou sis tr à foinui, entre 1 inté- 
grale proposée el Tune des indéterminées qu elle ren- 
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ferme, uoe équ^ioa diilerentielle qu'on puisse intégrer. 
Soit, par exemple, 

Onu 



cus2a xr/jT. 



du 



J/«90 /»BD 
0 Jo 

£n int^ant par parties et en obsenrant que sin 9 ocx.e' 

asi nulle aux deux limites, ou aura 



4u f * 



c'est-à-dire —z^^ iiii,'^^' ou — = -^'^a<f«i; 

Pour déterminer c, ou fait a = .o ; alor& 

^^^^ j^*ir—cosaa»4i«=:je-«'v^. 
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ÏRËNÏË-NËUYIÈMË LEÇON. 

Suite de La dcleimination des intégrales définies : mtlhudt' de M. Cauchy. — 

Fommle fof^«ii«iitat«. — Appticatiou. » DéTeluppemeota «n «érie. 
intégrales nUrienmet* — Définition. Propriétés des intcgraiss de 
première aspèœ. -> Rélatioiis entre les iotë|;ni)es eulériennes.-^ Inté- 
grales multiples qui s*eipriment à l*aide des fonctions T.— Applications 
aux volâmes et aux centres de gravité. 



M.ÉTHODE D£ M. CAYJCHT. fO&MliU; FONDAMENTALE. 

t 

473. Soient z une variable imaginaire, r suu module et 
p sou argumeiii, en sorle qu'on ait 

z = r(cosp H- ^ — isinp) = reP^\ 

Soient J' (z) une Ibuclîon de z c|iiî reste linie et conliruie, 
ainsi que sa dérivée, pour louif valeur de z dont le mo- 
dule r est iuléricur à une certaine limite R. Supposons, 
en outre , qu'eu laissant le module constant et en faisant 
croître Tangle p d'une manière continue depuis une 
valeur quelconque a jusqu^à la valeur a + 21: , la fonc^ 
tion reprenne , pour = a H- str, la valeur qu'elle avait 
pour p=: a. Celle condition , que M. Cauchy omet dans 
ses énoncés, mais quMl suppose dans ses deuionstrations , 
n'est pas toujours remplie cpiand la louclion f(z) a 
plusieurs valeuis ditlérentes pour une mènie valeur de z. 
On ne considère ici qu*une des valeurs de J (x) et la va-* 
leur correspondante de sa dérivée. 
Gela posé, je dis qu^on a la formule 

ou fi^)^{-„ ArvB>^-^)dp, 

pour tout module r moindre que A. 

En efiet, z étant une fonction de r et de si Ton dif-« 
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fértîiitie/(«) tour à tour par rapport à r et à p, on aurtf 

Cl, par couséquciiL, 

i_ df{z) 

Coiiuiic, par hypothèse, /'(^) rcsle finie ol continue pour 

loutc valeur de z dont le module est moindre que R, la 

même propriété appartient aux deax membres de eette 

dernière équation. En les multipliant par <£r . i^, et les 

intégrant par rapport à r depuis o jusqu'à r, et par rap- ^ ^ ^ , ^ 

port à p depuis a jusqu'à a + stt, on a ^ *^ 

et puisque 



on a 



Mais le second membre est nul par hypothèse^ par consé- 
quc'ju 



0 '•V'-» j. 



dp z=: o, 



X« H- 

/•a H- ait /««4-3ir 

donc /(o) '''' = J 



Diyiiizeo by Google 



24 

ou 



COURS D AMLY9C. 



ce qii'il fallait démontrer. 

4-74". Si ^(2) et f'{^) restent Cnies et continues pour 
toutes les valeurs de 2 dont le module est compris entre 
r et en appelant Ç la valeur de z qui a p pour module y 
on aura r 

•'et 

ainsi la valeur de fj(z)dj> est indépendante du mo- 
dule ce qu'on v érifie en différcniianj. 

475. En faisant « = o dans la formule (I), on aura 



et si Ton fait ensuite 0e — air et que Ton change /; en 
— on aura 

470. Eu remplaçant f(z) par f dans la for- 

mule ( I) y on en dédui t 

car on a f(6) =f(x). Ainsi une fonction f (a?) d'une va- 
riable X, réelle ou imaginaire, peut être représentée par 
une inté£i:rale définie, jxjurvu que f ( j — /c^'^~V^ lestc 
finie et continue ainsi que sa dérivée pour la valeur attri- 
l^uée à r et pour toute valeur moindre, et que cette fonc- 
tion reprenne la même valeur quand p augmente de air. 



APPLICATIONS. 



•477. Les formules précédentes donnent les valeurs d'une 
classe nombreuse d'intégrales définies. Prenons d'abord 

/(•)= ' 



t — * 
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Celle fonciioii el sa dérivée dcvieriiieni iiifii ins pours = i, 
valeur dont le module est r = i ; mais elles >ouL linies et 
conlîiiiies pour toute valeur moindre attribuée au mo- 
dule. On peut donc appliquer la formule (II) qui donne, 
pour r ■< I , 

ou 



JniTt dp 
"^'^ (i — rcosp-h V — 1 rs\np) 



2fr 



et, eu séparant les parties réelles el les imaginaires, 



L 



, as air, 

air 



i=o. 

1 — a rco$p +■ r* 



Celte dernière formule est d'ailleurs évidente, puisque 
les éléments de Fîntégrale correspondent à des valeurs 
de p dont la somme est a ?r » sont égaulc et de signes con- 
traires. 

478. On trouve directement la formule (i) en obser* 
vaut que la fonction ^ ^ ^ peut être développée en une 

série convergente quand le module de z est moindre que 

l uuué. Ou a, eu eil'et, dans ce cas, 



1 — S 

d'où résulte la série convergence 

r^^ (lu r-^ r*'^ 

Jo * * «/o Jo 



Digitized by Google 



26 COURS d'analyse. 

dp = 2fr» 

Cl, d'ailleurs, pour toai exposant posi lil dillcieiil de zéro, 

0 «/o 



donc / -: — - == 



479. Faisons dans la lui iiiulc (II) J {z) == a'" . Celle lonc- 
lioii, ainsi t|ue sa dérivée, est iiiiie et eotitinue pour toute 
valeur de z eina. qu'une seule valeur. On a donc, quel 

que soit le module ' 



1 /— 



dVù Ton tire, en faisant ar = b eien séparant les quan- 
tités réelles dUvec les imaginaires , 



• JÎT 



j c*"»/'cos(é sin/^) rf/>=sair, 

J «*f"»^sin {b tinp) dp = o. 

480. Soit encore 

/(,) = i(i-.*J. d'où /'(s)==--J_. 

La fonction et sa dérivée di vicnneut iiiiinies pour la 
valeur z = i dont le module est i . II faut doue, dans la 
formule (II), supposer r<[i . D'ailleurs en faisant croître p 
d^une manière continue depuis une valeur quelconque a 
jusqu'à la valeur a -H 2 7r, la fonction 1 (i— «} repren- 
dra pour ss a -h 3 V la valeur qu'elle avait pour p=sct. 

En eilet, posons 

I — a=rp(cos0 4-V — isinô), 
^ et G seront déterminés par les équations 

p cos 0 = 1 — / cos />, p sin G = — - r sin p 
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on en déduit 



— ■ 



1— rcos/v . ^ — rsin» 

y^i — 2r cosp -h /• y* — 2 r cos/> -f- 

On connaît donc co80 et sinB en fonction de Si Ton 

donne à p une première valeur arbitraire ce , on a , par ces 
formules, la valeur de cosô cl celle de s'ynO auxquelles 
correspondent une infinité de valeurs de Tare 0. Choi- 
sissons à volonté une de ces valeurs que nous désignerons 
par 6. Ën faisant croître j9 d*une manière continue depuis 
a jusqu'à a + les valeurs de cosd et de sîn9 va- 
rieront par degrés insensibles, et redeviendront, pour 
^ sr: + 2ir , égales à leurs valeurs initiales pour =s«. 
l^ar constkjuenl , 1 ai e 0 variera aussi (runo manière con- 
tinue à partir de sa vnl<'ur initiale 6 qui eorrespoMil à 
p = a, et quand p atteindra la limite supérieure a -\- iiz^ 
0 sera revenu à sa valeur initiale 6, ou bien il en dilfé* 
rera d'iine ou de plusieurs circonférences. 
Mais si Ton suppose r<[ t , je dis qu'on aura Or=S pour 
=5 « H- a ir comme pour p = a -, car la formule 

1 — r ces p 



co»Ô = 



fait voir que si Ton a r <^i , cos 6 reste positif pour toutes 
les valeurs de p. Donc Textrémité mobile de Tare varia* 
ble mesuré k partir d'une origine fixe sur un cercle, se 
trouvera toujours dans le premier ou dans le quatrième 
quart de cercle , et puisque son sinus et son cosinus re- 
prennent pour p = a 2û leurs valeurs pour p =^ y. ^ 
Tare Q lui-même reprendra pour /; = a -+- 2 7: la valeur ^ 
qu^on lui avait assignée pour p = ol. 
Ayant posé 

1 — z = [> (cosO + \/ — I sin O) ^ p/^ v'-i ^ 
ona l(i— 4f) =s Ip -h ey'— I , 
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ctlâ formule (JI) nous donne 



X17t 



ëquaiion qui revient aux suivantes : 



r ,w- 

X 



— runp , 

arc iixxiiL — o. 



développbmbut dbs fonctiouts. 

4B1 . M. Cauchy a fait servir la formule (I) au déve- 
lappemeni des fonctions en série et il en a déduit les 
conditions sous lesquelles ces développements sont con- 
vergents. Il est arrivé ainsi à ce théorème remarquable : 

Une fonction T (x) d une ^mr{nhle \ rct lle ou iina" 
gi/inire peut étvc dts-'eloppci' t;n série coiivergciile sui" 
vaut les puissances entières et positives de x, tant que le 
module de x est moindre que celui pour lequel la fonction 
ou sa dériuée première d<tvicnt infinie ou discontinue* 

D*aprè8 ce théorème, pour la démonstration duquel 
nous renverrons aux ouvrages mêmes de M. Cauchy, les 
fonctions 

c*i sinx, ef**, cos(i — «') 

ne cessant jamais d'être finies et continues , seront tou- 
jours développables suivant les puissances ascendantes 
de X. Mais les fonctions 



Cl leurs dérivées eessanl d'être conliuues quand le module 
^ de A devient égal à Tunilé, ne seront développables que 
si ce module est moindre que ruuiié. Les séries obtenues 
pourront devenir cl deviendront on elïet divergentes si le 
module de X surpasse Tunîté. 



Digitized by Google 



ÏREMTErJIEUTlÈME LEÇOH. ftj^ 



I 



Enfin ies fonctions 1 jr, e', cos - devenant discontinues 

avec leurs dérivées y^our x=o et par conséquent lorsqutt 
le module de x est le plus peiit possible , elles ne seront 
jamais développabJes en séries convergentes ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de x. 

482. Les dérivées des fonctions que nous venons de 
nommer devieniuîiit intinies et discontinues en même 
temps que ces fondions. S'il en était toujours ainsi, on 
pourrait, dans Ténoncé du théorème générai, omettre la 
condition relative à la dérivée première ; mais on n'a pas, 
à cet égard , une certitude suffisante. 

DES IZfTÉGBALBS BULÉatEWES. — BÉFlSriTlOli . — PEOPRté- 
TÉS DE L*tlfT£GaALE DE PREKIÊEB ESPECE. 

483. On nomme intégrale euUriennn de première ûs^- 
pèce et Ton représente par B (/i, g) Fintégrale 



£ 



dans laquelle p et g désignent des nombres positifs. On 
verra, comme dans une autre occasion (455), que l'inlé^ 
grale précédente aurait une valeur infinie si p ou g était 
négatif. 

On nomme intégrale eiilérienno de seconde espèce, 
Fexpression déjà considérée (455, 458) 

484. L'intégrale de première espèce peut se mettre sous 
Tune des deux formes 



en posant x = — ~ — dans le premier cas, a: = sïn'(? dans 
le second. 
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485. L'intégrale du première espèce est une fonclioti 
symétrique de et de ^; car si Ton pose jr:=s i — on a 

B(A',y)=jr ^i->'y"V'-'rfjr=B(?,/.). 

Ou â doue 

486. On peut diminuer d' une unité chacun des expo- 
sants pelq» Car, en intégrant par parties , on a 

on aura donc, en prenant pour limites o et i, 

B ( ^ 4- 1 , 7 / = ^ B 7 ) - ^ B ( -M , V ) i 

d'où B(/»-hi,9)==-^B(/»,^), 
on aura de même 

B(/;,î + i)=j^B(/.,y). 

HBLATtOirS BNnB LES IHTéCRALES DE PREMlkaB ET DE 

SEGOMOE BSràCB. 

487. Toute intégrale de première csjièce peut sVxpri- 
mer au luoyea de deux intégrales de seconde espèce. 

En effet, si dans l'intégrale T (p) on change x en y*, 
on aura 

() 

donc 1 (/.)r(î) = 4 r* ner^-r*x^*j^v-'dxdx. 

Le second membre représente le volume compris entre 

la surfac e qui a pour é(|uuiion 
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et plans çqordoonës^ eu preuantdtis coordonnées po- 
laires r et 0, ce volume sera encore représenté par 



2 



Or le prem'u r fadeur est égal à ^) (483)) el le se- 
cond à r + y) 9 on a donc 

r(/;)r(7) = B(>,9)r(/.-hry), 

d'où 

488. Si dans le premier membre de inéquation précé- 
dente on pose X = - } on aura 



Jr" [a — u)i-' <lu_ _ r {p) r (y) ^ 
„ i^F^ T"" r(/^ 4-7) ' 

d^où 

IMTéGRALES MULTIPLES QDl S^EXPUIMEHT A L^AlDB DES 

FomcTtons r. 

489. i.a formule (2) est un cas particulier d'une for- 
mule plus générale au moyen de laquelle on exprime par 
des fonctions F l'intégrale multiple 



-2 



/// 

étendue à toutes les valeurs positives de a:, j^, 2 , . . . , qui 
satisfont à Tinégalité 

En effet , en se bornant à trois variables , pour ûxcr les 
idées, soit 

J/»a na — jr /»«— x — X 

o 4/0 

Si_ '^^ ' y U 



u < ^- 
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J'intègre d*abord par rapport a et j'ai pour résultat 

Multiplions par yf'^ dy et int^rons par rapport à y de- 
puis / = o jusqu'à j = « — nous aurons 

Enûn, multiplions par x^-'dx et intégrons de x = o à 
xssa, il vient 

Si dans celle l'ormule on fait 5 = i , a = i , on aura 

rintëgrale du premier membre étant prise pour loutes 
i V les valeurs positives de or, y y z qui satisfont à l'inégalité 

^' 490. De U on déduit la valeur de Tintégrale 

étendue à toutes les valeurs positives de x, j , z pour les^ 

V quelles la somme ^^)"-^ (j^Y'^ (^)^ '^^^ inférienre 
ou au plus égale à i . Car, eu posant 

©'=•• (;)'='••■ 

l'intégrale cherchée devient 

P . f 



«p7 



♦ 
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avec la condition £ + + ^ <C > • Dono 

12) 0 = — 5 ; r • 

M P 7 / 

■ 

APFLICàTIOlfS A LA BISCHEaCHE DSS VOLUMBS ET DES 

CBlfTRBS DE GEAVRÉ. 

4-91 . La formule (2) permet d'obtenir le vohinic compris 
entre les plans coordonnés et la surface dont réquatiou est 



&* &' 



Par exemple^ en faisant « = ^s=y = a)/i=s^s=r=ii 
rîniégrïïle désignée par B (490) i^présentera le volnme V 
du j de rellipsoïde dont les axes sont 2a, 2b, ic. On aura* 
donc 



abc r(\Y ^ 

mais (456) r (| -h.) = | r (?) | r(l 
d ailleurs (487, 46tt) 

donc 




6 

492. Si Toii demande les coordonnées Xi^y^ ^\ cen- 
tre de gravité de ce volume , il faudra prendre la formule 

Vjri = J J J xdxdydiy 
et l'on aura, eu faisant «=:j3 = y = a, p:=z'^^ q^r=z i, 

vx.^-^. r(3) ~"16"' 

ou j;, g <7 ; 

ou trouverait de la même manière yi = g ^, Zi g c. 



II. 



Diyiiizeo by Google 



34 COtIRS D'AMàLTSB. 



f 



ÛUARAMTIÈMË LËÇON. . 

Intégration des dijféi cnliellcs totales dei /onctions de plusieurs Tnruiblrs. — 
Coiidtliuu d'iotégrabilité et intégration dans ie cas de deux variables. 
— ExlAntion an cm d'nn nombre quelconque de Tarrable».— tntégrattom 
de$ é^uatiotu di(fétentieUet. — Équations du premier ordre. — Sépara- 
tion des variables. — Équations homogènes. Équations rendues lio>* 
imogèi 



CONDITION D*INTÉGIIABIL1TÉ DES PONCTIONS DE DBtJX 
^ VARIABLES. 

493. Intégrer une expression différcotielle de la forme 
Mdx -i^Ndy -h ^dz . . . , c'est chercher une fonclioa de 
x^y^ ^i**'» dont cette expression soit la différentielle 
totale. 

Une différentielle relative a une seule variable a tou- 
jours une intégrale (I, 316)' il n'en est pas toujours 

ainsi d'une ionciion difTéremitlle de plusieurs variables, 
et certaines conditions doivent èti c remplies pour qu'une 
telle expression soit la difTérentielie tolale d^une fonction. 
Ën effet , si li (jr , , on a 

flu , du . 
£/w = — <te H- — rf^, 

tix djr 

, dtt . (lu 
d — d — 

et = "^^t 

dy dx 

mais si l'on désigne par Mdx -\-^f/j la difTérentielie 

totale de la fonction k, on aura 

. du „ du 

donc 

d}A r/N 

' di = d^' 

L'exprrssion Mdx ^-^dy ne pourra donc être intégrée si 
la dernière relation n'a pas lieu. 
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4-94. Si celle condition esi rempiie^ Mdx H- ^dy sera 
la différentielle totale d'une fonction u. En d'autres ter- 
mes, il existera une fonction u telle, que Ton ait 

du „ du „ 

5i=". ^ = «- 

En effet, cherchons, si cela est possible, une fonction 

u telle, que l'on ail 

(i) dus=Udx-hVdy. 

La lon€iion cherchée devant avoir Mr^x pour différentielle 
par rapport à .r, sera égale h l'intégrale de Mffx ang- 
mentée d'une quantité f(y) indépendante de x, mais 
fonction dey \ u sera donc de la forme 



-=/« 

eu posant vs:^ J* M.dx> 

Il reste à déterminer (fij) de manière que ^ =:N. Or 
on a 

du ^ _^ ^"P C>l[. 

djr~ dj djr ' 

d» 

On voit par U que N — ^ ^^'^ P^^ contenir x. On 

aura donc 



dx 



ou 



</x <£v «(^r «f^ 



On retrouve ainsi la condition 

^^^H i^^" MHWta 



3. 
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^ cette condilîon esl remplie, on aura 
et, par saile, 

(2) « = judjc^ Jl^^^'^djr. 

EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

495. Soil 

IVl dx 4- N dj Vdz ~ dUf 

c'est-à-dire 

- = M, ^=H. 5j = P; 

on aura 

.i/ii ,itu .dtt .titt ,du 
^T- ^rr '^zr ^zr 

dx ^ dy dx d% ^dy dz 

• dx *is ~~ àx dz dy^ 

ou bien 

rfM rfN rfM rfP rfN rfP 

rfF'^rf?' -rfî-^-rf;' "^fe^^* 

Telles sont les conditions que doit remplir la iormule pro- 
posée pour être intégrable. 

496, llcciproquemcnl si «rcs conditions sont remplies, 
je dis que la formule proposée esl inlégrable. En ellet, 
cherchons une fonction u telle, que 

(i) </« = M dx 4- ^dy + P</2. 

Puisque la dillci enliello de m, par rapport à doit être 
Mr/x, on aura 

en posant J M.dx, 

Maintenant il faudra que Ton ait 

du du ^ 

dy dz 

c'est-à-dire 

<// #(; di dy 
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, . (If dp' do ^ dp 

OU Dieu — ♦ -r-=P r- 

djr dy dA dz 

Or ^ ^ >ic doivent contenir que ^ et 2, par hy- / 
po thèse \ donc ou aura ' 

dx dx 

OU 

«ÉF dy^ dx dt' > 
En outre, la fouctiou 9 doit satisfaire à la couditiou 

dy rfg 

<fe " rfr ' 

, '("-5) ■'('-^) 

on aura donc — ^ — ; — — = — d ou 

dz dy 

Si CCS trois conditions [1) et (3) sont remplies, il C^^^d 
existera mie ionction de et de z telle, que ♦ \ 5 

/ <Iv\ di'\ , ' 

€t I on aura u=zv -hff. ^ ^ ^^^^^^^ j[ ' vj 

497. La méthode que nous venons d'employer 5*étettd à • i 
un nombre quelconque de variables. En général ^ — - 

est le nombre des conditions nécessaires et suffisantes 
pour 1 iniégrabilité d une formule, n étant le nombre des 
variables. 

498. Exemples. 
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^ rfM 1XY f/N 

On a — = — ' ^ = -r-, 



« = i 1 _ 4- 

a». du=z'~ . 

Solution : « = arc taog - c. 

r 

3". (x -i- z)iix'h {z + x) dx H- 4- r/» = du, 
Solttiion : it = -h + + 

ÉQUATIONS DIFFÉAEMTIBLLES. — DÉFIlfITIOJÎS. 

499. On nomme équation djfferentteiie du n**'"' orfire 
une relation entre nne variable , une fonction de celte 
variable et les dérivées ou différentielles de divers ordres 

de cette fonction jusqu'au n*''"* ordre inclusivement. 

«M)0. Une équation différentielle du premier ordre à 
deuY variables sera donc de la forme 

dv 

Ëu la résolvant par rapport à ^» on aura une ou plu- 
sieurs équations de la forme 
dr 

M et iV ôlanl îles lom lions ronnucs de x tt y\ 
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tntégration des équations du pebmibr ordre. 

séparatioh des variables* 

501. L iiit^ration s^effectue immédiatement quand les 
variables peuvent être séparées, c'est-à-dire quand il es^ 
possible de mettre Téquaiion sous la forme 

on aura 

C^est ce qui arrive si Téquatiou est de la forme 
on sépare les variables en écrivant 



fp ( jt) dx = 



502. Exemples. 

1", jf*dx -\- dj- =z 

1- — c. 

m •+•! n -4- i 

cette équation revient à 

dy _ (ix 
On en déduit l(7 + tf) = c— - 



1 



3*. jcy'<<r = (#f — — 

, y — h rdjr' 

dou «y= • 

On en lire 
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É<^UATIO^S IIUMOGLNES. 

503. On peut encore séparer les variables lorsque l'é- 
quation 

(l) M<^/x H- N<// = o 

est homogène^ c'esl-à-dire quand M et N sont des fonc- 
tions homogènes et du même degré des variables :c et ^. 
On a , dans ce cas ^ m étant le degré de Thomc^énéité, 

L'équation différentielle » divisée par sf^^ devient donc 
Si l'on pose 

y 

^ = S , d'où dj ss xdz + idXf 

X 

l'équation (2) deviendra, eu divisant par x[^f (2)J, 

f/.r iL (z) dz 

1 • ^ ' o • 

OU 

J ?(») 

504. EXEUPLES. 

l*. .rr/^ — /rfx = dx ^.x^ -^y^* 

Cette équation est homogène et du premier degré. En 

appliquant la méthode précédente, on la ramène d^a- 

bord A ^ 

dx dz 

d'où ion tire, en intégrant > 

\x = le (s H- H- a») , 

ou =c; 

a H- V' H- »' 

ce qui dmine, en renipl irant z par ^ et en faisant dis- 
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paraître le radical, 

Od parvient à Téquation cliiiéreniicUe que nous veiious 
Fig, log. d'intégrer en cherchant à résou- 

dre ce problème : Trouver une 
courbe MNP'telie, que le rayon 
vecteur OM soit ^gal au seg- 
ment OT compris entre Vori- 
gine et le point oit la tangente 
'TSTf^ rencontre l'axe fies y. D'a- 
près réquation (i), cette pro- 
priété appartient à toutes les pa- 
raboles qui ont pour axe Taxe 0/ et pour foyer le point O. 

2*. x<ix '•\-ydy = mydx. 

On trouve 

Ijc 4- I = 




a AS 



I , , . r ndz 
OU ljf H--I (i ~ 2fl«4-a') H- f = 

Dans le cas de n s i, on arrive à Téqualion intégrale 



( 



£n différcntîant, on a 

Zy-xdy — y^dx 
y^""- P * 

équation homogène dont l'intégrale est 

4". [tnx -4- ny) dx -h {px -h qy) dy = o. 

On a \ t+ \ ^7 ; = c , 

fl 1 iiili'j^rat inn pcm toujoius s\irlicvc:r. 
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ÉQUATIONS ^UE l'ok PEUT REHORE UOHOGÈBES. 

SOS. On peut quehjuefois rendre homogène une équa- 
tion qui ne présente pas ce caractère. C'est ce qui arrive 
puLir Téquation 

\\n posant 
on a 

(« H-ffi a H- « e 4- mjr'H- «/') rfar'-h (6 -h/» « + 7 6 -H pj^+qy)df. 

Il suÛira, pour rendre celle équation homogène, de 
poser 

^ 4- /w a -h « 6 = o , 

d\>ù l'on tire 

bn «f/ rt/> — bm 

« = f 5 ^ 

cl il restera i'équaliou 

[ma/ ^ n/) djE^ -h {px' ^- qy' ) fff = O. 
oOii. Cette iransioriuaiion est impossible si mg — np:=o. 

Dans ce cas, on a ^9 et l 'équation (1) devient 

m ( A -4- + njr) [mb -h { nix nj) ] r/r = o. 
On pose mx -h »^ = » 5 d'où tfy = ^* : il en 



res 



uhe 



m \a 4- z) tlx -h ( ft/w H- pz) = o 



n 



et nttlx rs v i i~i , 

^iw — A + (/» — «) » 

é(|uation où les variables soni séparées. 

Si . tMi même temps (|nr /;<r/ — ;/^> = u, on a ^ = <» , 
il l'aul (jue n ou /> = t) , ri les variables se sépaienl ioiiuc- 
diatement. 
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^7. L'équatiou (i) peut encore s'iniégrer eu posatil 

a H- mar: -h «/ = « , ^ px qjr = 

d'où 

mdx -i- «ii^ = du , rjd/ = ^/f . 

Les valeurs de.x, /(^ tirées de ces équations 

et substituées dans la proposée , conduisent à une équa- 
tion homogène en u et u. 
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QUAIUiNTE ET UNIÈME LEgON. 

Suite Je VUtiégralion des é^aatiotudu premier ordre. — Équiàlions linéaires. 

^.quaiions qui se ramènent aux équations linéairos. — Problème de 
de Beaune. — ProMfinc «It-s trajectoires. — Équations du premier ordre 
et d'un degré quelconque. — Cas où I équation ne renferme pas les 
variables. — Cas où Tcquation peut être résolue par rapport à Tune 
des variables. 



ÉQUATIONS LIKéAlRES. 

c U f| T • On appelle équation linéaire du premier ordre 

I une équation de !a forme 

(.) î+/j'=<i' 

dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x. Pour 
rinlégrer on pose 

d*où Ton tire 

Oa peut prendre à volonté l'un des facteurs de y ; 
posous donc 

(3) '^il-t-Pw^o. 
L'équation (a) se réduit à 

(4) . 4 = y. 

LV'quatiou (3) donne = — ^dx^ d*où 

l«s=:— y Vdxy ou «rre-/"**. 

On n' ajoute pas de constante à cette intégrale parce qu'il 
suffît qii^une valeur particulière de ii satisfasse à Téqua- 
lion (;^). 

En remplaçant « par e"^***'' dans l équation (4)) 
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aura 

et , par conséquent , 
S09. Exemples. 

ou J'ssrtf-*-!-*»— 3a:»4-6d? — 6. 



2». — «r=5*t. 



Ici 



donc 



Mais 



adx 



f r — , "i" g» 

V' + *' 

àooc x^ox^c -4- jc'. 

ÉQUATIONS QUI SE AAMÈ11£»T AliX ÉQUATIOKS hltltkmâ, 

5iO. On ramène aux équations linéaires les équations 
de la forme 

£ + = Q j-., 

OU y-^ ^ -f. p/'-» -= Q. 

Eu effet, si Ton pose j-^^ = ^ r <i'où r/^ = dz , on 
aura l'équation linéaire 
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511. Oïl peut ciH (ji e opénM' (lirecU!in('Ml sur rciquatiou 
pi>oposée. comme on l'a fait au 508. Eu posaul = uz , 
on aura 

équaiion qui se partage en d«ux, 
du di 

On en tire , 

t 

«'-«=(1 — /i) QtfC— rfor -h <rj , 

ei enOii 

51 On peut obtenir T intégrale générale de Téquation 

{') ^-t-Pr = Qj''^-R, 

quand on en connaît un e intéfjrale particnliè re^Soit u 
une fonction qui satisfasse à cette équation sans renfer- 
mer de constante arbitraire^ Posons ^ = u + «i il vient 

djr dx 

mais on a y par hypothèse y 

du ^ . 

"~ -h Piiss Q«*H-R; 

ax 

Féquation (i) se réduit donc à 

(2) ~ + (P«-2Q«)S=Q*% 

■ 

qu^on sait intégrer (510). 

Si Téquation renfermait une puissance de^ supérieure 
à /*! la même substitution ferait disparaître mais 
elte introduirait de nouvelles puissances de z. 
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51^. Exemple. L equaiioii 

• • (h 

-H P/ = + 1 -h Pur — Qx' 
tsl satisfaite pai j — x et se ramèoc à 1 équation 



47 



PROBLEME DE DE BKÀliliE. 

514. Tromper une courbe telle, que la soiis-tangentft 

soit à r ordonnée comme une ligne consfanLc est à la 
différence entre V ordonnée et l'abscisse. 
' L'équation différentielle de la courbe e^t 

dx a 



OU 



dr .1 I 
dx a a * 



équation linéaire et du premier ordre. En appliquant la 
formule du 508, on trouve pour son intégrale 



r = X -h « -h . 

Cette équation se siinpliiie, quand on prend pour axe des 
Fi§ 110. ^')a droite qui a pour équation 

en ronservanl le même axe des ; 
les formules de transformation 
sont dans ce cas 

V2 




et Véquation de la t ourbe devient 



PROBLÈME DBS TRAJECTOIRES. 

515. Trouver une courbe qm coupe sous un angle 
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donné Loiues les courbes renfermées dans l équation 
(i) F{x,j, fl) = o, 

a étant un paramètre variable» 



Fig. 111. 



1 









font avec Taxe des :r ^ on a 



Soient x, jr les coordonnées 
du point M commun à Tune des 
courbes AB et à la trajectoire 

CD, /// la t ni^ciilc (le 1 angle 
donné, entn i T e t les angles 
que les tangentes à la courbe AB 
et à la tra jectoire au point (x, j ) 



tangl — laugT' 
~ 7+ tangT tangr* 



Mais 

donc 




«Il I— -r- 




r/F 



ou encore 



m 



\<iy dx dx) 



11 ^< 
dy dx 



L'éliuiinatîon de a entre les équations (i) et (a) donnera 
Téquation dififérentielle du lieu. 

516. 6oil, par exemple, 

y* — axP, 



On aura 

Eu éliminant a, après avoir multiplié la dernière par 



Digitized by Gopgle 
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on aura 

/ dy\ dy 

éqaation bomogène que l'on sait intégrer. 

En particulier, si Ton suppose n ==^ = i, cWt-à-dire 
SI Ton demande les ^trajectoires des droites rcprésenlées 
par Féqualion 

réquatioii diiiéreullelle sera 

m (xdx -h ydj)-hydx — xdy — o ; 

€U divisant par el imégrant, on a 

m\ {«»H- J*j' =^ c arc t.ing -, 
et eu prenant des coordonnées polaires , 

ou « 

Donc les courbes qui coupent sous le même angle toutes 
les droites menées par Torigine sont des spirales logarith- 
miques ayant cette origine pour point asymptote. 

517. Le problème des trajectoires se simplitie quand 
Tangle donné est droit. Dans ce cas, les trajectoires sont 
dites orthogonales. L'équation différentielle s'obtient 
alors en éliminant a entre les deux équations 



' Ainsi dans Fexemple du n® 516, il faut éliminer a 
entre les équations 

(ty 

ce qui donne Téqualion 



dy_ 

it. 



5o COlittS D*A»ALTSE. 

dont rinl^rale est 

Suivant que <'l /) seroiii de même sîgiu' ou de signes 
conUaires, cette éqiiaiiuu représentera une iniiuîlé d'ci'» 
lipses ou d'hyperboles semblables et conceiitri(]ues. 

Si Ton 96 proposait de chercher les trajectoires ortho- 
l^naJes des courbes données par Inéquation 

on devrait évideinmenl retrouver les courbes 

dans lesquelles a serait une constante arbitratn*. 

ÉQUATION T)V PUKMIER OliDKE ET D LJ«i DEGUÉ Ql ElXON<^LlE. 

CAS ou i^'ÉQUATlOXf NE CONTIEHT PAS EXPLICITEMEDIT 

X ET jr. 

» 

518. Soit 
ou, en posant ^ = /i, 

une équation différentielle du premier ordre et d'un degré 
quelcoui^ue par rapptirl à ~ S il esl pos.sible de la ré- 
soudre par rap[)Orl à —» on aui a une ou plusieurs équa- 
tions du premier degré que Ton tâchera d^intégrer. 
M9. Si Téquation se réduit k 

et qu'on puisse la résoudre par rapport n on aura 
plusieurs valeurs de p : 
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de là les solutions 

comprises dans Téqualion unique 

(X— — e) (jr — _ e*) ix — ût"*— c"). . . 5=0. 

On ne diminue pas la généralité cir (citc imégralc en 
admettant que la même ronslanle arbitraire c en lr(! dans 
tous les facteurs j Féqualion précédente peut alors s'écrire 

ou bien F = o, 

résultat qu*on obtiendrait encore en éliminante entre les 
équations 

F(flt):=ïO, / = «x-^c?. 



Exemple. (^) 



on aura 

d'où j^^^rtar-hc. 

ÉQOATIOMS QUI NE RE»rBBMBKT PAS L*UKB DBS TAKIABLE8. 

520. Su[)|>oi<)Ui3 maintenant que l équation diflercn- 
lieile ne renferme pas jf et qu'elle soit de la forme 



Si 1 un peut la lésoudrc par rapport ^ ^ i\Tct 



on aura y = (x) dx^ et le problème sera ramené à 

une quadrature. 
Exemples, 

4. 



1°. 
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On en tire 

r 

On déduit de cette équation 

dr <iy 

d*oà les deuic solutions 

2 

Si Téquation ne peut pas être résolue par rapport 
à p, mais qu^on la puisse résoudre par rapport à .r, ou 
aura 

d*où dy pdx = ptlf (p ), 



ou 



(2) X^pf{p)-j/(p)dp + C', 

on aura T intégrale en ëliminaut p entre les cqualions (i) 
et (2). 

552. Si Téquatir)!! diiréronlit^Ilc ne contient pas x et 
(ju ou puisse la résoudre par rapport à y, ou aura 



d'on 
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CAS OV I.*ÉQ1ÎAT10N PEUT ÊTRE &ÈSOLUE FAIt AA^PORT A 

l'uICE des VAKIIBLES. 

523. î>i re.(|uatioii l onlitMit a*, y el et qu t:ilc puisse 
se résoudre par rapport à l'ua« des variables, / par exem- 
ple, en sorte que Toa ait 

OU aura 

4r ou /«^ = ^fir "Lap. 

Si Ton peut intégrer celle équation, qui est du premier 
ordre et du premier degré, la relation clierchée s'obtien- 
dra eu éliminant /; entre Téquati on intégrale et Téquatiou 

524. Prenons pour exemple TéquaLion 

qui ne renferme x et ^ qu'au premier degré. Ou a 
piLczsz xf [p)dp -h /*!> ) tlx 4- <j>' [p) dp 

ou, h T. — : X =si — 



Ap)—p /ip}—p 

étjuation qui donne 

Kii élijninani p entre les c'(iiiaii(.ns {i) cl (2), on aura 
Tiulégrale demandée. Ordiuairemcui celle éliminaiion 
n'est pas praticable, parce que Inéquation (2) contient des 
fonctions transcendâmes de/;; mais alors en donnant à p 
une suite de valeurs arbitraires, les équations (1) et (3) 
détermineront les valeurs correspondantes de x et de y, 

525. Quand / (p) = p<t ré<|uation (1) devient ilhisoîi*c. 
Mais dau!) ce cas Téquallou (1) se réduit à 
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et en ditféren liant par rapport h i?, on aura • 

d'où rtjp [« H- (j>' (/^ )] =r o. 

Cette équation peut être aatisfaile de deux manières : 
1^ en posant 

dpsso^ d*où p=^Ct 

et, par suile, 

(P) jsszex^f[c]i 
a" eu posant ^ 
(7) o, -ï, 

d^oùf en éliminant p entre (a) et (7) , on a m a 

V3 V' -f- rp b ... 

« relation qui ne coriiieul aucune jconstanto uruilraiie et 
qui n^est pas comprise dans la première solution 

j =. ex 4- f (c). 

C'est ce que Ton nomme nna solution singulièi 



596. Les droites représentées par Fintégrale 

7 = fX -+• f (c) 

sont laiigeiiles .à la courbe [d). En ellfl, si 1 ou pnuid sur 
la courbr un poiuL (x^j) correspondant à une valeur ar- 
bitraire de ou a 

g = ;, + r, + ,'(;,)]±=^. 

Dpne, en donnant à p une valeur quelconque c, on 
a pour ce point de la courbe j =z ex -k- (c) et = c. 

Donc la tangente en ce point est la droite qui a pour équa^ 

lion -h (j» (f). 
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Sâ7. Nous avons ilii que la deuxième solulion ne pou- 
vait pas être déduite de Tint^rale générale en donnant à 
la constante nne valeur convenable. Cela suppose que 
<f{p) n*est pas constant. Si ^{p) était égal h une con- 
stante on aurait 

solution comprise dans Tintégrale gtii^iate en y fai- 

saut c = QQ et -^-^ = /?• 

c 
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QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

Suite des équations du premier ordre,— Existence de Vintégrale d*une éq«»- 

tion différentielîo «In premier orHrp. Existence d'un lacteiir propre » 
rendre intei^rablo le premier membre de Tequation. — Determioatioi» 
de ce facteur. 



TOUTE ÉQVÂTION DIFFÉRENTIELLE OU. PEEMIBE ORDEC 
ADMET UNE tUTÉGRALS. 

528. Tonte équation différentielle du premier ordre 
^t=/(x,^) ou Mrf*4-N<(r = o 

admet une intégrale conleiiaut une constante arbitraire^ 
c'est-à-dire qu il existe toujours une équation conte- 
nant x^y et une constante arbitraire, telle qn^cn la diUfé- 
rentîant et éliminant la constante, on retrouve l'équa- 
tion proposée. 

En effet, rîiiu'ei'ation l'équalion proposée consiste 
à trouver une fonction de jc, désiguée par y, telle, que sa 
dérivée soit égale ètf (x^y)^ ou, en d'autres termes, telle,. 
qu'en donnant à ^ raccroissemeat infiniment petit i/r, 
Faccroissement correspondant dy soit égal à / (a*, y) dx. 
Puisque Téquation différentielle tfy=f(x^y)dx ne 
détermine que rarcroîssement on peut se tlonner 

arbiiT ai n'inent la valeur do y pour une valeur parlicu- 
litre (ie x. Si l'on prend j = />> pour x = a^ f[a^h)h 
/ sera l'accroissement infini ment petit de/ lorsque x pas- 
sera de la valeuF a à une vRleur infiniment voisine a + h. 
En posant <- 

a->rhz=za' et ù' == b /[(tf ù]/i, 

f(a'y h^) h sera de même Taccroissemeut de y lorsque x 
: passera de a* à â'-h h. En continuant ainsi à faire croître x 

par degrés insen^ijjles jusqu'à une valeur quelconque, 
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requatioa différentielle déleriminera les acciuisstmenls 
successifs de de sorlc que la valeur de correspondant 
à chaque valeur de x se ra compléiement déterminée. Par / 
conséquent y sera une certaine foiiction de x, et cette 
fonction dépendra nécessairement de la constante arbi- 
traire h \ ce qu'il fallait démontrer. 

EXISTEMCE d'un FACTEUR PROPRE A REKDRE DIFFÉREN- 
TIELLE EXACTE LE PREMIER MEMBRE d'uKE ÉQUATION DU 
PREMIER ORDRE. 

529. On a démontré que Tégnation différentielle ' ^ 

(1) Mrfjf -4- N<<r = 0 

admet toujours une intégrale contenant une constante 

arbitraire c. Cette équation intégrale, rétolue par rapport 
à c, prendra la forme 

(2) « = f, 

Il étant une foncLiuii de x et de y <|ui ne reiilenuo pas c. 
Ou lire de l'équation (a) 

dà 

lin , ffu , H V '(y ^ 

— f/x 4- — ^/r = o, «on — = — --.. 
d^- dj ax du 

Or l'équation (i) doiiue ^ = — ^- On doit donc avoir 

du 

dx M 

Cette équation doit être identique, car s'il en était au- 
trement, elle établirait entre les variables une relation 
en vertu de laquelle y serait une fonction de x sans con- 

stante arbitraire, puisque M, ^ n en contiennent 

pas. Oi , à rausede l'équation 11 = i', y doit dépendre de jr 
et de la constante c. 
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J.V><|uaiiun (/>) peut être mise sous la forme 

Ha da 



tijs djr 

M^lf 

cil désignant par ^ chacun de ces quotieuu. On tire de là 

fiu du 

donc du = ç(Mdx -h ^4^)' 

Ainsi, /'/ rxisle toujours un facteur v, fonction rie x 
C'f tie V, jyroprc à rendre le premier ntenihrc rJc réfutation 
une tUQèrcntieUe exacte. Quand on saura Irouvcr ce foc- 
leur et l'iniéi^rale « de v ^\<ix -|- ^i //r) , ii == c sera l'in- 
tégrale cherchée. 

53tJ. Il existe une injinile de fadeurs propr es à rcfidre 
le premier ineinhfe de / expiât nyn (i) une dij[jérentielle 
exacte, ,Eu etïet^ si nous multiplions les deux membres de 
Téquation 

f (M «£r -h îie//) = «y« , 
par une fouetion quelconque de u , (p , il vient 

<p (a ) ( M d.v. N d/) z= tf{u) du — dj)^ [u)du. 

Ainsi le premier membre de l'équaiion est encore une 
différentielle exacte et le farteur i* ^ (u) jouit de la môme 
propriété que le facteur v. 

Exemple, xrij — yrix = o. Cette équation donne 

djr rf* .< s X 

— =5 — » d ou ysscx on = c s= a* 

y j: ■ X 

Le facteur le plus simple qui rend xdy — jdx une dif- 
férentielle exacte est donc — Tout autre farteur est de la 

forme ^ y Q. 

Ainsi ^ (n) = u donne le facteur^ et Ton a 

y xyd y - r'^djc ^ » .r' . 

■h. 
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I * I 

9 ( // \ = - donne le facteur — 

' ^ ' M xy 

cl = </. I - •, 

9 (m) =: — ' — donne le facteur -~- — , 

xdr rdx , y 
et — =^ = </. arc tang 

531. ReciproquemetiL tout Jacteur\ propre à rendre . 
Mdx-i-Ndy une différentielle exacte est de la forme 
v^(u). Ën effet, soit 

on a I» ( M «te -h N dy) ~ du \ 

V 

doue </ U c= - da. 

Cette relaiioij iHjuivaut aux deux suivaiiies : 

tru^^y du d\\ _ y du 

Soit u — f (x^y). Si l'on lire de ceUn ccjUdtion la va- 
leur de y on fonction de n et de x et qu ou la porte dans 
la valeur de U , ou aura 

Différentiant cette équation, il vient 

dV d^ du d^ 

rfU d-^ du t - , -, . , f. ( . . V t 
d y du d Y ^ 

Ëu ayant égard aux relations (i), ces équations donnent 

du P ' dx~^ ' 



Cette dernière relation niouirc que a: n entre pas cv 

dil 



cUenient dans la fonction t^. Donc ^ et par suile-^ ou 
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V 

- soiil des fondions de u et Ton a 
p 

V 

ou 

(a) V = ir,(«J; 

ce quMl fallait démontrer. 

532. On peut encore établi r ce théorème de la manière 
suivante : 

Pour que l'équation différentielle soit satisfaite , il faut 

que X Gt y varient de iclle sorte, que 1 on ait ii = c, 

on aura alors du = o et par couscqueiU = o à cause 

Y 

de la relation d U= du. Il suit de là que U devra tou- 
jours conserver la nièrne valeur tant que u conservera 
aussi sa valeur c . ce tjui ne ^H>urrail avoir lieu si U étant 
mise sous la ibrme ^ (ii, x), x restait explicitement dans 
la fonction. 

53':l. Le principe sur lequel repose ( elle seconde dé- 
iiioiihU aiiuii peut être généralisé : u, U, q étant dt s Jonc- 
lions d un nombre quelconque de \iariables , si l on a 
d U = qdu , on aura U ^ ^ (u) ; car en éliminant une de 
ces variables, x par exemple, on pourrait écrire 

Or, pour toutes les valeurs de is,... qui conservent 
Si u une valeur constante, on a du = o et par conséquent 
U =; o, ce qui ne pourrait avoir lieu si j^jS , . .. entraient 
dans la fonction 9. 

034. Si deux facteurs V et v rendant dijjérentialle 
exacte M dx -h dy, leur rapport é^alé à une conslanle 
sera l'îtitégraie de Véquation 

M<2v + N^iir — e* 

Carde - ou «(«)=: c 

on tire w~t . -j^ 1 * C £■ 

-■, 
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DiTSaiClJSrATlON DU FACTEUR M. 

535. La coiuliLion née cssairc ci suiiisante jX)ur que 
v{Mdx-hV^ dy) soit une différetiiielle exacte cst^ 

ce qui revient à l'équation - \ 

Quoique la résolution de cette équation soit en général 

aussi difficile que celle de la proposée, elle peul cepen- 
dant dans f{uel(jues <ms servira trouver K i.tcleur ^: 
1°. Si ne doit dépendre que d'une seule variable, 

X par exemple , on a ^ = o , et Téquation ( i ) se réduit a 

//M rfN 

I r/p f/) r/./ 

W • 7^=-^ 

Par hypothèse, le premier membre ne dcpund que de x 
donc on doit avoir 

Celte condition est suffisante^ car si elle est remplie^ on 
satisfera à Téquaiion (s) en prenant 

Le calcul est plus simple si l'on supjiosc N = i, c'est- 
à-dire si Ton met I t (|ii,(iion proposée sous la lonuc* 
dy -^^\dx=.o^ ce qui est permis. On doit alors avoir 

d'où M = Pr -t- Q. 
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L'équation devient 

tl sullit donc, pour rendre celle équation inlégrable, de 
la mulliplier par e-^'*''^. Ou a 



d'où 



Cesi le cas de Téqualiou linéaire (508). 

2^. Si le facteur est de la forme XY, X étant une 
fonction de :r, et Y une fonction dey, on a 

dv dX dp ^ dY 

dx dx^ dy^ dy^ 

etTéquation (i) revient à 

iT^ _ jfV _dVi ^d^ 
Xdx Ydy^lfy dx' 

Si cette condition est remplie , on aura 

536. L'emploi du fac u uj v i cdonne les métliodes précé- 
demmciii exposées : ainsi Ja séparation des variables dans 
l'équation 

XYrfa; + X»Y,</j =o, 

où X et Xi désignent des fonctions de et Y, ï\ des 

fonctions de revient à multiplier l'équation proposée 

par le facteur 

La transformation employt'e dans 1 intégration de Vé- 
quation homogène revient aussi à la détermination d^uu 
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facteur qui rend le premier membre intégrable. En effets 
réqiiatîon (a) du n^l$03 n'est autre chose «pie l'équation 

proposée divisée par [^'(2) 4- 2ij> Eu rempla- 
çant z par -^5 x"'(f par M, x'"^' par N , ou voilr 
que le facteur est , daus ce cas , 



Il est d'ailleurs facll<; de vérifier que 

est alors une difTérentielle exacte. Il suffit, pour cela, de 
démontrer que 



Cette équation revient, après quelques transforma- 
tions, à la suivante : 

OU MM#n — NMiMsro, 

car les fonctions M et N étant homogènes et de degré m, 
on a identiquement (I, i69) 

dM dU „ 

""d^i:^^ dy 

Si le premii T membre de réqiialion Ininiui^ciie est une 
dilTércuLieile exacte, on pourra prendre pour premier 

facteur 1 et pour second ^j[^^^y Leur rapport, égalé 

à une constante ; donnera Fintégrale qui sera, par consé' 
quent^ 

Mx -h = e. 
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OUARAjNTË-TROISIÈMË LEÇON. 

Solutions Miwguiiènn ât» éqtMtioni à deux viir/afcliif. ^Comraent elles se 
déduisent de l'intégrale gtoérale. — Solutions singulières obtenues au 
moyen du facteur qui rend Intégrahie le premier membre de l*éqaatioo. 

— Exemples de solutions sinnulières. — La solution sinQuIiure est en 
général l'enveloppe des courbes représeulées par l'équation intégrale. 



SOLUTIÛKS SUIGULIË&BS DES ÉQUÀTIOJiâ A DEUX VÀUIABLES. 
— COMMEITT ELLES SE DÉDUISENT DE L^lMTÉGRALE GÉ- 
HÉEALB* 

537. Soit 

(i) M<f« + Ifcf/sso ou ^=/(x,j) 

une équation différentielle et 

(a) J^iO=« 

son intégrale. Différentions cette dernière équation par 

rapport à x \ nous aurons 

Si Ton élimine c entre cette éqnation et la précédente, 

il? 

nous devons obtenir 1 é(^uatiou (x), ce qui exige que — 

, M 



■ devienne identique à ~ quand ou remplacera dauâ ce quo- 
tient c par sa valeur tirée de Véqiiation (2), et celte 
^ |élimination devait encore louduire à une ideniiié, lors 
Wic^me que c serait remplacée par une fonclion de x cl 
^dc j. 

53B. Cela posé) je dis que si Ton connaît Tintégrale 
^ ^ CI 
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F(x, y, c) =o d*une équation différentielle, on peut dé- 
terminer les solutions singulières de cette équation. 
Soit 

(4) f{«ijr) = o 

une solution singulière, c'cst-à-dîre une équation qui 

satisfasse à rt-i^ualioîi (ij , niais (lui ne puisse sediidiiire 
de l'intégrale générale en altiibuaiil à la cunstanle une 
valeur particulière. On pourra faire rentrer Téquatiou 
f (.r , r ) = o dans celte intégrale , en y remplaçant c par 
une fonction convenable, car ii suffît de poser 

(5) V {x,j-,c} = ff ) i 

d'où Ton déduit la valeur de c en fonciionde x et dey. 
' Cette valeur étant déterminée, si Von différentie Féqua- 
tîon (2) par rapport à on aura 

«fjT dj' dx de dx ' 

doù l'on tire 

dy dx de de 

dy dy 

LV^iminaliou de c entre les équations (2) et (6) doit 

dY 

conduire à Téquation - f[x^y). Donc Téquation (6) 

sereduîtà^=:/(.r, j). Or — ^ se réduit à /(x, j) 

'dy 

quand on remplace c par sa valeur tirée de l'équation 
F (a?, y, c) so (537 ) \ donc on doit avoir 

de de _ 
dy 

équation à laquelle il faut joindre F (or, c) = o. 
IL • 5 



Digitized by Google 



66 covM d'analyse. 

Li> sysième (!• ces deux équations se ramène aux deux 
suîvanls : 

SI ^ 
(le l Î^L — 

S"*** (11) <5""^' 

1 dy 

k (a:^jr, c) = o, \ F (jr,r,<?) = o. 

Or le premier système donne une constante, et, 
par suite, on retombe sur Fintégrale générale. 
Le second se partage en deux : 

(lll) 1^"'''' (IV) Ur"'*' 

F.ii éliminant a entre les deux tqua lions de chaque sys- 
tème, on obtiendra les iniégiales singulières de Téqua- 
lion proposée, pourvu qu'on omette les valeurs de c qui 
rendent simultanément nulles ou inûuies les deux fonc- 

lions — , — » parce que la première des équations (il) 

se présenterait sous la forme illusoire - = o ou — = o ; il 

faudra aussi rejeter les solutions qui rentreraientdansFin- 
tégrale générale en attribuant à c une valeur constante. 

Ainsi , on obtiendra tes solutions singulières rVmie 

équation (liJfércnlieUe fin premier ordre en êUniinant 
la constante entre rintégrale générale et sa dcri^^èe par 
rapport à la constante égalée à zéro, ou bien entre cette 
même intégrale et sa déiivée par rappott à y égalée à 
rinfinK 

539. Quelle que soit lu forme sous laquelle se présente 

l i ^liiatiou intégrale F(x, c)=o, l'application des 

règles précédentes doit toujours conduire aux mêmes 

dP 

: "de ' 

solutions. En effet, le rapport — restera toujours le même 
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quand on éliminera c au moyen de l'équation F s ci , 
quoique chacune de ces dérivées change quand on trans- 
forme cette équation. /Car en regardant y comme une 

fonction de c, on a ( 

de _^ dy 

valeur qui sera toujours la mt^me, quel que soii J^Aînsî, 
lorsqu'une transformation de Téquatiou F (x^j*, c) = o 

fera perdre des solutions à i équation = o, elle les fera 
acquérir à l'autre éi^uaiioii — = ao , 

SOLVTtOKS fUnOVUSaBS DÉDVITBS DU FACTBVB QUI KEVO 
IHTtifiElBLB LB PABHIER llBlfBBE DE l'ÊQUATIOIT. 

540. Si l'on met l'intégrale sous la forme u — c ss o, 
on aura. 

dT 

tic I 

5f~ dû* 

dy ^ 

Ainsi toutes les solulions singulières. seit>nt données par 
l'équation ;^ =^ o Maïs ^ n'est autre que le facteur m par ^ ' 

lequel dy^/(j:,y)devient une différentielle exacte (529). U 
Donc Téquation ~ ' ^ ' 



t 

-* =S o ou v = 00 



contient toutes les solutions singulières. 

EXEMPLES DE SOLUTIONS SilSGULlËnES. 

541. i«. 



5. 



6^ COURS D ANALYSE. 

Divisons par ^j^-hy* — a*^ il vient 
dont rititégrale est 

on a H- r' + a' — =s o ; 

on aura doue 

</F dF 

- = 2 r -h 2c = o , ou — — = 2c = 00 . 
«: djr 

Cette clern iei e ne ( onduirail qu'à la valeur illusoire y = QO, 
La première donne c = — P^'^ suite , 

solution singulière. Cette solution, qui représente une 
circonférence, n'est pas comprise dans Tintégrale géné- 
rale, puisipie celle-ci représente une suite de paraboles*. 

3 m Comme le facteur est ' 1 on voit bien que 

la solution singulière correspond a vsoo . 



' 54â. 2^. Tmuper la courbe dont ianm male est con~ 
siante* L'équation différentielle est 



d ou UX= . y 

et, par suite, 

(2) ij,-cy^y' = a\ 

équation d'un cercle. Pour avoir les solutions singulières, 
il faut poser 

dF 

de x — c 
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et, par snite, 

f On obtiendrait encore cette solution en égalant à Finûm | ^ 
le facteur — ' par leq[uel il faut multiplier Téqua- 

tion pro{K>sée pour séparer les variables. / 

11 est à remarquer que les deux drSîtes l epiéseiilëes 
par Téquation (3) sont tangentes à toutes les circonfé- 
rences que représente Tiutégrale générale (a)^ 

Ô43. S**. Trouver une courbe dont les tangentes soieni 
à une distance constante a de l'origine, 
« L'équation de la tangente menée par un point quel- 
conque (x,y) de la courbe, étant 

Téquation différentielle du problème sera 
ou 



En difiérentiant par rapport à Jt , on a 

équation qui se décompose en deux 

dp^Of * -i — ■ ss o. 

La première donne psstc^ d*où 

(2) j = ex H- <ï v'» + 

La seconde donne 

(3J 



>' ^ ^ I. ■ • 
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celle valeur élant portée dans i'équalion (i), il en résulte 

(4) . r=7=^i 

élevant au carré et ajoutant les équations (3) et (4)« 

(5) .T'-i-.r*=«'. 

La .si>liuioii générale (i) représeuic une infiiiilé do 
droites, et la solution singulière (5) une circonférence 
à laquelle toutes droites sont tangentes. 

544. 4'. 

Les variables se sépai eut ioimédiatemcni et 1 on trouve 
pour Fintégrale générale 

{l\ (v — — (\ — n) [x — c)= o. 

Pour obtenir les solutions singulières, on posera - 
dj_ ' 

d'où Ton déduit, en supposant o, 
(3) 

Celte équation représente une solution singulière si n 

est <^ I , car on ne peut pas déduire y — a de rintégralc 
générale. Si n esl ^ï, y=(t n'est plus iiin; solution 
singulière, puisque Téquation intiégraie étant mise sous 
la forme 

on obtient j ==za ea faisant c = x . Enfin si n = i , 
Fintégrale générale est — a = ce', qui devient y=sa 
pour c =• o et il n^y a pas noji plus, dans ce cas, de solu- 
tion singulière. 

On vcna facilement que I hypothcsc n<^o ne donne 
aucune solution singulière. 



Digitized by Google 



QUARAiNTE- JllOISlÈME LEÇON. Jl 

54ë. 5°. Trouver une courba fellcy que le produit des 
perpendicultUres abaissées de deux points fixes F et F' 
sur la tangente soit constant et égal à b*. 

PrenoDS pour axes la 
droite FF' et une perpendî- 
culaiie clcvée par le milieu 



cîe (elle ligne. L'équatiou 
de la tj^ngeute est 

et par suite les perpendicu- 
laires abaissées des points 
donnés sur la tangente seront, en désignant OF par 




A X 



y ^ px -\- pc 



un aura donc b^= ^ — ' ^ 

cl, si l'on pose A* H-c* =a*, 

(i) y z= p.v y/ -h p\ 

équation d'une forme connue (ôâ5). Ëu la diiférentiaut, 
on aura 



= fip (x -4- 

\ ^b*-^a^p*J 



ce qui donne d'abord dp — o uu ^ = conslanle = m. 
L'intégrale géiiérale est doue 



On satisfait encore à Téquatiou (2) en posant 

(4) 



^b 



En éliminant p entre les équations (i) et (4), on aura la 
solution singulière 

(5) 
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ellipse (jui a pour laugcalei> les droites représentées par 
i'iiUégralc générale. 

546. 6*». Trousser une courbe telle, que la portion de la 
Fig. ii3. tangente H'S anttfinsc entre les 

deux axes sou égale à une lon- 
gueur constante a. 

L'éqaatian de la tangente est 

et l'on a 




T A J 



OT = 



d'où, à cause de Oi H- US = TS, 
On aura donc 



ap 



parsuile, en diflérentiaut, 

ors rf/; I x f 1. 

dp = o, donne p=c, et , par suite , 

ae 



rintégrale générale représente donc une infini lè de droites, 
La solution singulière sera donnée par l'écpiation 



a 



2 



i^-hp'y 

Si Fon substitue cette valeur dans Téquation (i), on aura 

^P ap 



•r = - 



éliminant /i, on aura 
Cette courbe est l'épicycloïde obtenue eu faisant rouler 
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un cercle dans un autre cercle de rayou quadruple. Eu 
effet, soit M le point de la circonférence mobile qui était 
placé primitivement en A, et K le point de contact actuel. 
On sait que KM est la normale à Tépicycloïde au point M, 
cl par suile que MH est la tangente. Or Taugle THK, qui, 

dans le petit cercle, a pour mesure ^ arc KM ou ^ AK, 

aura pour mesure 2 AK dans le gi and cercle. Donc l'angle 
THK est double de l'angle AOK et le triangle TOH est 
isocèle. On a donc OH = HT. li résulte de là qu^on a 
également OH=r.HSet, par suite, TS= aOH = OK. 
Ainsi TS conserve bien une grandeur constante. 

LA SOLUTION SINGULIEUE REPRÉSEATE L EJNVELOPPE DES 

COURBES donhées par l'intégrale générale. 

Quand une courbe se meut sur un plan, en cban- 
géant de forme suivant une loi déterminée, elle est, en 
général ^ constamment tangente à une courbe fixe qu'on 
nomme son enxfeloppe. On peut supposer que la courbe 

donnée est représentée par une équation de la forme 

(1) F(x, jr, c)=o, 

dans laquelle c est un paramètre que 1 un lait varier d'une 
manière continue. Donnons à ce paramètre deux valeurs 
voisines c et c + Ac. Les courbes représentées par les 
équations 

se couperont en un point {xy y) pour lequel on aura 

F y, c 4- Ac) — F(J?, r, c) = o , 
et, pur conséquent, 

Si Ton suppose que diminue indéfiniment, les coor- 
données de ce point, qui ne cessent pas de satisfaire aux 
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équations (i) el (a), salisieroiit à ia limile aux équations 

On ohiiLiiilia le |^ioint limite M, c cst-fi-diro le point où 
Vum: des courbes est < oupée par la courbe iutiuimeiit voi- 
sine, en résolvant les équations (3); et si Ton élimine c 
entre ces équations, on aura le lieu des points M ou le 
lieu fies mief*3cclions successiues des courbes représentées 
par Téquation (i). 

Je dis que ce lieu ost renvelt>[)pe cherchée. Eu elïct, 
chaque courbe de I équaliou (i) esl coupée par celle qui 
la précède et celle (}ui la suit en deux points qui finissent 
par se conibudre : la droite qui joiot ces deux poi r) i s tend 
donc à devenir taugente a la première tourbe; elle tend 
d^ailleurs à devenir tangente au lieu des intersections suc- 
cessives. Donc celle-ci est tangente à toutes les courbes 
représuuléei» par 1 cc|ualiou (ij, 

' 348 . On a du remarquer que dans tous les exemples trai- 

tés plus haut (5 iietsuiv.)^ la solution singulière était Fen- 

j; (- ' veloppe des courbes représentées par Tintégrale générale. 

jNous allons démoiUr(»r qu il doit toujours en être aiusi. 

^"^^ Soit F(x, jr, c) = o 

Tintégrale générale. Elle représente une suite de courbes 
dont Tenveloppe sohtienl en éliminant c entre cette 
équuion el sa dérivée par rapport a c. Or c'est précisé- 
nx lU le calcul qui fournit la solution singulière. Le 
théorème est donc démontré. 

On peut d^ail leurs établir ce théorème de la manière 
suivante. Par chaque point de la courbe A qui représente 
la solution singnlière passe l'une des courbes B comprises 

, I dans l'intégrale générale. Or en ce point a\sL même 

^ v^' valeur pour les deux coui be» A et l> , puisque leurs é(jna- 
lions satisfont toutes les deux à Téquation diiléicutiellc. 
Donc les courbes A et B ont la même tangente au point 
qui leur est commun. 
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QUÂUAKTË-aUAÏRiËMË LËÇON. 

Éfualions diJ/crctUielles ti un vidtc quelconque. — Existence de l'inleyralts 
d'une équalion différentielle quelconque. — Gondilions que doivent 
remplir les conttantee qui entrent dnn» rinlégraie générale. — Inté- 
grale de divers ordres d'une équalion difTérenlielle. — Intéeralion de 

1 équation =»& «r. 
TOUTE ÉQUÂTIOK DIFFÉREHTIELLB ADMET UNE IHTÉGEALE. 

549. Considérons une é(j II a lion diflcienlicllo de Foi- J.v)^*^* 
dre m résolue par rapport à la dérivée de Tordre le plus 
élevé 



• • » — i 



Celle équalion i'ail connaiiic ^ ou d, , quand 

th rf"'* y 
on connaît les valeurs de ' * ' ' "daf^^ P*^*** 

leur de x. On peut doue se douuer pour x = a des valeurs 
arbitraires A, b\ M,. . de y,-^, -, 

Maintenant si Ton donne à x un aceroisseuicnt dx, les 

dv 

accroissements de j^, • • • j seront 

et raccroissemcôt de sera ensuite donné par réqua-- 

dif' 

lion (i). 

On déterminera de même la valeur de j ei de ses déri- 
vées pour a:=:aH-2//jc, jc = a-h3^/ar,...» Ainsi les 
valeurs siiccessives de y sont déterminées et, par cou« 
séquenl, j dépend de X et des m constantes bj Z^. . 
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550. On peut encore démoatrer l'existence de Tinté' 
grale, au moyen du développement de y ea série« En dif- 
fércntiant Téquation (i), on obtiendra successivement les 

coetiicients diilérealieU ' jj^n * ^f^^t lonclioii de 



L — fi ^ 



Mais on a (I, 114) 

Remplaçant 9 (x) par f (a) par ^, ^'(a) par . . 
on aura donc 

r=zà-h - tf) H- " ^ ^ H-...-h ^("--'^ (x- rz;"-- » 
^ 1.2 1.2... .(m — i) 

^ 1. 2. . .m 

(a) < 

* ' 1.2. . ,m [m -h i) 



1 . 2 . . \tn -r- 2 j 

On voit encore par là que la valeur de y renferme m 

constantes ai bilraires. 

Eii faisant a = o, on aurait le développement de l în- 
t('i;rale suivant les puissances ascendantes de x : mais 
î * V ' t ^ valeur pourra it rendre infinie la fonction ou quel- 

' ' ^ ques-unes 9e ses dérivées, et le développement devien- 
^, 1 drait alors impossible sous cette forme. Il vaut donc mieux 
' conserver la série sous sa forme la plus générale, en choi*. 

sissant la valeur arbitraire a de telle sorte, ({u'aucunedes 
^/ fonctions ne suit intinie |h>ui jl = a. 
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55i . R^iproquement toute équation 

qui stUisfait à V équation tUf/érentieUe donnée et qui ren- 
ferme m constantes arbitraires au moyen desquelles il 
soit possible de donner, pour x = a , des valeurs arbi- 

(Iv d"* — 'v 

tmires b, b', . . . , b^"*""*^ à y, j^' • ' • ' j-^- » identique 

à Vintégi aie genétdlc. En effet, si Ton détermine ainsi 
les constantes, on aura encore pour y le développe- 
ment (a)^ puisque l'équation (3) satisfaisant à Téqua- 

lion (i) , les valeurs de > dx^* ' ' " P®***" = ne 
dépendront que des valeurs b, h\ b'\. . . , ôt"^'>. 

CONDITIONS QUE DOIT REMPLIR tTWE FONCTION POUR ETRE 
l'intégrale d'une É<iUATION OU m'*""' ORDRE. 

Pour qu*une fonction renfermant m constantes soit 
Tin tégrale d*une équation difiG$rentie11e du m'^*"* ordre ^ 

il faut que ces constantes soient bien dislincles, c*est-à- 
dire qu'elles ne puissent se réduire à un nombre inférieur 
à fit. Par exemple Féquation 

semble contenir deux constantes arbitraires) mais en la 
mettant sous la forme 

on voit qu'elle n'en renferme qu^une : elle ne peut donc 
pas être l'intégrale générale d'une équation différentielle 
du second ordre. 

Pour s'assurer que les conslaïuc- i < nicrmées dans l'é- 
qualion intégrale sont distinctes, il sulHra de chercher 
si elles peuvent être déterminées de telle sorte, que y 
et ses m — i premières dérivées aient des valeurs don- 
nées quelconques b^b\,,*, b^'^"*}^ pour une valeur don- 
née de X, 



yH cotRs d'analyse. 

553. Par exemple , soit 

oti en lire -f- = c «e** 4- c' a' c* 

vt si Ton résout ces deux équaiious par rapport à c et c', 
le dénominateur commun des inconnues sera 

f j's valeurs de r et de c' seront donc finies et déterminées 
si « est différent de ot\ et dans ce cas Téquation (1) sera 
Tintégrale générale d^une équation différentielle du se- 
cond ordre. Il n*en est plus ainsi quand a comme 

on l'a vu.4'iiià Texemplc précédent. 
^ 554./Od reponnaitra de même que 

tj^^ y = c8in«4P 4*^'sina'jf 

<»st _riq^é^fale général e d'une équalion différentielle du 
second ordre jamais 1 équation 

(1) x^si rsin(4r+ «) -h c' sin(dP -h «') 4- c" sin(x H- «") 

ne peut pas être Tîntégrale d'une équation différentielle 

du troisième ordre, car on a 

(2) — = f cos(ar -h a) <^' cos{jc4- a') -f- t/' cùs{x -f- 

( 3 j =: — c sin (.K -I- a) — c' sin (r -ha'} — c" sin (.r 4- a" ). 

Or il résulte des équations (1) t i (3) 

rf? ~ *" ^' 

et la valeur de X étant déterminée, on ne peut pas donner 

de valeui arbitraire à On le voit d ailleurs sur l'é- 

quation même en récrivant sous cette forme 

y = (ccosa -h r'cOS«'-+- <?*C0S«*)SÎD« 

4- {c sin a 4- c' sina'4- c" sina '^^cosx, 
ou . ^ s= A sin.T 4- B cos«, 

cl elle ne renferme qu«- deux ( oiisiaïues arbitraires A et B. 
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illTÉGILALEâ DE DIVERS ORDRES u'uNE ÉQUATION 

OirPÉftBlf TIELLE . 

553. Une équalion diflei enliellc de l'ordre m a pour 
intégrale une équalion de la forme 

(i) F [op, c', c^"-')]=s G. 

Puisque les constantes c', . . . , n'entreiit pas dans Te- 
quation différentielle , celle-ci ne peut se dt dnire de F — o 
qu'en la différcn Liant ni — i fois, et éliminant ces m con- 
stantes entre Fcquation (i) et les m — i équations diffé- 
rentielles ainsi obtenues. Or cette élimination peut se 
faire de plusieurs manières* 

Si d'abord on ne veut éliminer qu'une constante on 
pourra différentier Féquation F = o après Favoir mise 
préalablement sous telle forme qu'on voudra, puis on éli- 
minera c entre Téqualion F = o et sa diffémiiielle. On 
peut, en particulier^ résoudre Téqualion F = o par rap- 
port à soit // = c, puis différentier cette dernière, ce 
qui fait disparaître la constante. En éliminant ainsi tour 
à tour c') . . . , on obtient m équations différentielles du 
premier ordre dont chacune contient seulement m — i con- 
stantes. Ces équations sont dites des iniègrales fte Vordre 
m — 1. 

556. Pour éliminer deux constantes c et c\ on peut dif- 
férentler fois de suite Téquation F =s o : on a ainsi 
trais équations 

F=:o, tl¥=Q, dV^Oy 

entre lesquelles on élimine c et e'. On peut aussi élimi- 
ner c entre F=:o et //F = o, puis éliminer c' eutn; 
Téquation ainsi obtenue et sa difTérenticHc. De quelque 

manière que Ton opère, on doit retomber sur la même y 
éqnatîon différontiellfi du second ordre; car si l'on oble- ^ 
nait deux équations du deuxième ordre, en éliminant 

entre elles ou aurait une équalion du premier urdic 
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de la forme 

On ne pourrait pas alors se donner les valeurs de y, 

<é* " *' f/jc"^* pour a: = a ^ car, eu diiïereiitiant m — 2 iois 

ceLle équation, on aurait m — 1 ét^ualioiis euUc JC, j, 
(Iy — ' Y 

— — 4- et m — a constantes, c*est-à-dirc plus d'é- 

(Ix dx"'-* ' * 

qualions que d'inconnues. 
<^jj^ ^1 ^ éliminant successivement deux des m constantes, 

ou aura ^"^ — équaiious didfércutielles du deuxième 

"ordre contenant chacune m — a constantes et qu'on 

nomme intégrales rie 1* ordre m — q. Trois intégrales 
de cet ordre peuvent remplacer Tintégrale générale, car 

on la reproduit en éliminant entre elles — et 

557. On pourra de même éliminer un nombre quel- 
conque (it; ( onstantes et parvenir ainsi à des intégrales de 
Tordre m — 3, de Tordre m — 4? etc. Si Ton élimine 
toutes les constantes moins une, on aura m intégrales du 
premier ordre. Si entre ces m équations on élimine les 

(ÎY </ * V rf**"' v 

m — 1 dérivées ^» * " ' dx^* * retrouvera Téqua- 

tion primitive F = o entre x, c, c', . • • > c''''*~*K 11 suiûra 
donc, pour intégrer l'équation 

d'avoir les m équations intégrales du premier ordre. 

558. Les intégrales du premier ordre permettent de 
déterminer les constantes r, c', . . . , c^'^"^) en fonction 

dear, y, ^ ^ *" * ^x^-^ ' résolvant par rapport 

aux constantes et en désignant, pour abréger, les dérivées 
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<le y par j^',^", . . . , on aura m équaiions de la forme 
=s f (ar, jr» iT'* • • • * r^""'^) = »î 

d*où Toa lire 

du du , du „ du d^x 

Mai8 ona ^^^/(«ir»/- mJ^""'^» 



ou aura 



doue 



II. t 



du du , f/i'/ , du 

Cette équation doit être identique, car autrement elle 
établirait une relation entre y, . . , ^t*"*'), et Ton 
ne pourrait plus se donner les valeurs de j'. . . 
pour x = a. 

Ainsi les équations du premier ordre euiu mises sous 
la forme 

i£ — «, = c', «,=:c", etc., \ "H 

toutes les fonctions it, Ui^..., devront satisfaire à une 
même équation aux dérivées partielles. 

, d^Y 
IVTÉG&AXIOK DE LÉQVATXOtf rr:=- = c. 

559. Soit proposé d^intégrer Técpiation 
frétant une fonction de x. On en déduit 

— ^ sr i (>£/x + c* 
«/x«-' J 

/''^ 
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et ainsi de suite. Donc, si Ton désigne en général 
par J*y(ix'* l'intégrale f^-^J* J'vdx qui résulte 

de n iutégralions successives par rapport à x^on aura 



5B(). I/intégrale multiple qui oiiire dans la valeur 
de peut s'exprimer à Taide d uu certain nombre d^in- 
t^rales simples. En effet, en intégrant par parties, on 
a successivement 



m 

et ainsi de suite; d'où Ton conclut, par induction, 

Pour démontrer la généralii( dv ( elte formule , il suffit 
de montrer (jue si elle est viaie pour une intégrale de 
Tordre n, .elle conviendra encore à une inicgrale de 
Tordre » + Or on peut mettre Téquaiion (a) sous 
cette forme 
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Sî ruii [uuhiplie les deux mmubres par dx et que l'on 
iulègi e pai' parues y ou aura 

/I X* ipxdx 1 

;^-__L_ J J \ 
..2...«l J^d^.,.±^,.^>a.\ 

— î fi-- «4- ïiîZlll 2t:/<l Çvx^dx'^ 

i.a. , .11 1^ I .a J J 

mais 

1.2 * ' 

donc 

1.2... ni — 0 — , r r 

ce qui élablit la géuéraliLë de la foruiuic. 

«i6i. £ntiu ou peut exprimer 1 intégrale multiple 
yVcKv" par une seule int^rale simple. En effet , don- 
nons aux latérales qui entrent dans T égalité (2) les 
limites a et posons v , et, dans le second mem* 

bre , remplaçons x par z sous le signe J : uous aurons 

ou bien , en faisant passer les facteurs constants sous le 

signe et remplaçant la somme des iulégralcs par une 
intégrale unique , 

(3) £/(..)./...^ ^_^_-^_,J V^O(^-»)-^^. 



.C?) 
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562. Cette deii]ièr(î formule conduit h une nonvelle 
démonstration de la série de Tayior. Eu rexaplaça^t^ ^x) 
par (ar) et n par n-i-i , on aura 

» 

D'un autre côté , 
donc on aura 

/(x)=/(fl)+r(û)(x-«)4-/''(«)i^f:^'-h... . 

et, M l'on pose x=a + h, z = a+ A — 1> 



/(«)=/(«) +/-(«)«+/"(«) 



I .a 



+/'"'(") 7^ + Tir—:, r /'"+" ( a + A - 0 
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aUAKAI^ÏË-GINaUlËMË L£ÇOM. 

Intégioiion de quelques équalions d'un ordre supérieur, «~ É<|uaUoH$ 

(d — ' y ■d"'y ^ 
) I =-o. — Éqinitioas do la fomo 
dx"-' dMT 1 

9 1 = 0. — ÉquatioBs auaoeptiblM d'abaiiMment. — 

d>r-^ dx'* I 

Applications géométriques. — Équations bomogcoes. 



ÉQUAXIOMS DE I.A FORME /^^i, = O. 

363. boit d'abord i'équaiion 

En posant ^ = /;, on aura ^ =/(/;) ^ d*oà 

"Si Ton petit lirer de cette équation p en fonction de on 
aura 

p=.tf{x) cm djr z=z f{^x)(ixi 

d où 

(3) y=j^f{x)dx^^. 

Cette équation est Tinlégrale j^nérale, car elle contient 
deux constantes arbitraires c et c** 

S64. Si 1 on ne peut pas tirer de ré(|uation (2) la va- 
leur de 79 en fonction de on aura 

■ 

d'où 

M» 



(3) 



/(p) 

«OU éliminera ensuite p enlrv les cM|uaiions (2) el (3), 
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565. Exemple. Irom'ti la courbe donl le rayon 
courbure est constant et égal à a. 
L'équation différentielle du problème est 

On aura donc dx = — — — ■ ^ *, d'où 

(0 *=^ + . 

i:l eiibuiic r/i^ = pdx — — ^^^^ ^ , j ^'q^ 

(a) rî=-^7=4-c'. 

V » -î- /'■■' 

Eii élimiDaul p entre les équations (i) et (2), on aura 

équation d un ccicledont a est le rayon. 

On peut aussi tirer de réqualiou (1) la valeur de p en 
fonction de a:; on a 

X — c 



C est-a-dire dx = 7 — , 

d'où , en intégrant . 



^ — = — ^fl» — (« — c)* 

et enfin (« — c)» (r — = 

566. Plus généralement , si Ton avait l'équation 

ne contenant que deux dérivées consécutives , en posant 
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réquation proposée se réduiinit à 
on déduira de là 

Si cette cquaiioa peut être résolue par rapport à/7, on 
aura p 9 (x) et 

Si l'on ne peut pas exprimer /; eu tonction j: , on ' 
aura 

(^-'Y pflp 
rfjB«^> /(/») 

en multipliant pariir s^r^ et intégrant de nouveau 
et ainsi de suite. - ' 

ÉQWATIOKS DE LÀ FOaME/i jj^» ^ j = O. 

S67 . Soit d'abord ^ =y ( y). 

Ën multipliant les deux membres pat a dy et inté« 
grant, on aura 

[/(/) + 



9 



d'où l'on tire = - y ) 



et eiiiin j- <?' f 



//(/)'/r 
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568. Exemples. 



l'y 



On aura «» (^» — c») = a. 



ou j- = A sin «u; -H B cos «.r, 

A el B dësigaaDt deux constantes arbitraires ^ 

on a d^ailleurs ^ 

d'où 

(2) —/H- s/j^»H-tf'=^e 

On tire des équations (1) et (2) , 

^ = -c-w 

569. Pour ramener au cas précédent (567) les équ»* 
tions de la forme 

il suffit de poser — ^ = d où 



1— J»* - 
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on aura doue 



d où 



(a) j 



dp 



Si Ton peut résoudre cette équation par rapport kp 
en tirer p ou = tp ( , riutégrale générale s ob- 
tiendra par m — 2 quadratures qui introduiront m — a 
nouvelles constantes arbitraires. 

Quand I*équation ne peut pas êlre résolue par rapport 

à p^ ou opère do la ntaiiière sutvaulc. 
r 

On a - — 4 = P'i d'où résuite 

'^-d^'^f^-'^y 

d"'- / )^ Ç pdp ^ ^ éif^f] 
On trouvera de même 



donc 



insi de raiterOn arrivèlï donc à uneocrtaîne ëaualiou 



et ainsi de raite. On arrivèlï donc à une ocrtaîne ëqualiou 

(3) r = r(p)< 

contenant m cousia nies arbitraires. L élimination de p 
entre les équations (a) et (3) donnera Fint^ralc générale. 

£QllATl02fS QUI PEU VEUT S^ABAISSEll A VV ORnAE 

IHFâRIEVR. 

370. Soit l'équation de l'ordre m 



d" Y 

£n posant = ou la réduit à 



„ / dp d'"-"p\ 
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Si l'on ])cnt iiiicgrer celle équation qui n'est que de 
Tordre m — u, et ensuite la résoudre par rapport a x ou 
à le calcul s achèvera comme dans le cas précédent. 

boitréquatiou 
fil f/r "^^^ ^'-^ ''"^ 



qui ne contient pasjr. On pourra en abaisser Tordre d'une 
unité en prenant y pour variable indépendance et fai- 
sant ~ = ^. On aura 



A 



d'y "\'drJ .rf"/»^ ('ip\' 



(In y 

En général , considérée comme fonction de sera 

du {n — i)'^'"*^ ordre; en substituant ces valeurs d ms Fé- 
cjuaiion (i) on arrivera donc à une équation de 1 ordre 
m — 1 

/ ^ / ^¥ d'"-'p 



dy-', 

dont 1 intc'grali^ renrermera m — i ( onsianles arbitraires, 
ei Tintégralion do l'équation dj = pdx fournira encore 
une autre constante. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES* 

Quelle csi la courbe dont le rayon da courbuic 
est en raison inverse de P abscisse? 

L équation dilïércntielle du problème est 

^'^ 'h 

dp 7. X 

dx 
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en appelant — le produit conslani du rayon de courbure 

par l'abscisse du point correspondant de la courbe. Ou 
déduit de là 

('+/'■)" 

et, cil inicgrani, 
d OÙ p =. 



et) en intégrant de nouveau, 

Cette équation représente )a courbe aiTeclée par une 
lame élastique, quand une de se^ extrémités étant fixée, 
l'autre extrémité supporte un poids : on lui donne, pour 

cette raison , le nom de courbe éhistique, 

573. Plus généralement, si le rayon de courbure doit 
être une fonction/ (x) de Fabscisse, on aura Téquatiotf 

dx 

d*où Ton déduira 



p _ r dx 



Cette équation étant du second degré , pourra être résolue 
par rapport à p. Soit alors s=: ip (jc) , on aura 



tix H- f', 



équation de la courbe cherchée, qui renferme deux cono 
stantes arbitraires c et e\ ' 

571. Trouver una courbe dont le nijon de courbure 
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soit proportionnci à la longueur de la normale com» 
pnsc eiiLi e la coui hc et l axe des x. 

L'équation différeDtieile du problème est 

' ^'=-.(-.')^ 

dx 

n désignant une constante positive ou négative, selon que 
la courbe est convexe ou concave par rapport à l'axe 
des :r (I, 233). 

* £n prenant / pour yariable indépendante et remplaçant 

dp pdp 

^ par ou aura 

dy _ npi^ 



n 

r n 



On tire de là 

n 

OU "^ = (i-i-/>^J'i 

donc 

et en remplaçant p par 

^=_^=[(i)L,]',<i, 

Il sullit de prendre ce ra Jii al avec le signe 4-, car le signe 
— conduirait à la même intégrale. 

Cette équation peut s'int^rer d'après la théorie des 
intégrales binômes : 

1**. Quand - est un nombre entier (1, 348), c'est-à-dire 



(juaud n cbl un nombre enlier j)air^ a" quand ^ — ^est 
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un nombre entier (I, t^49), el, pai suite, quanti ii est un 
uoml)re entier impair. En résumé, n doit être un nombre 
entier. 

Examinons les cas particuliers de = dz i , a :=dz a. 
1^. n = — t : Téquàtion différentielle sera 

Celte équation représente tous les cercles qui ont leur 
centre sur Taxe des X. 

2^. » =: I : dans ce cas, où la courbe esi coovexe vers 
Yves des on a 

d'où a? = c I 4- — -h 

Si Ton déterminé A* de manière que pour y=:c on ail 
X = c'y il faudra que 



d» 1 
OU — 



ce qui revient à 



T"-' ' 



r— c' 



( a ) X ^ — C' =: ce , 

Mais on a 

( H- é '-^') b' - &'~') = » 

donc on aura 



Donc, en ajoutant membre à membre les équations (a) 
et ((3) , on aura pour 1 équation de la courbe 

/ x—e * 

Cette équation est celle d*nne chatnctte. Par conséquent 
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le cercle et la cliainette sont les seolts t oui bi s dan.^ 
Fég. 114. lesquelles le rayon de courbure soit égal 
à la normale, avec cette différence que 
ces deux lignes coïncident dans Je cer- 
cle, tandis qu'elles sont situées de part 
et d'autre du point de contact dans la 
chatnette. 

3", » = — 2 : ou a Téqualiou diiïéreuiielle 




m-' 



ou 



dx 



Or, cette équation représente (1,^46) une cydoîde 
jp dont la base est sur Taxe 

Fig. 110. 

des X et dont le cercle gé- 

nerateur a ~ pour rayon* 

On sait (Ml effet que, dans 
^ ^ cette courbe, le rayon de 
courbure MK est double de 
la normale MN. 




4». w = a r 



dx = 



d'où (:r — c')» = 4c{j— 

cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
l'axe des x pour directiice. 



ÉQUATIOJVS UOUOGEKIES. 

575. On peut abaisser d*une unité Tordre d^unc équa- 
tion différentielle lorsqu'elle est homogène par rapport 
à y et à ses dérivées j soit 

I fly d'^r' 

une telle équation , et soit n le degré de l' homogénéité. 
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On pourra la niettre sous celle forme 

Faisons jz=ze^^'^ d'où 



e j / d^ a ^ du \ 



En subsliluaut ces valeurs daus l'équation ( j), on aura 
évidemment une équation diiTérentielle de Tordre m i . 

576. Exemple. 

d^ y 1 dy y 
dx* X dx af' 

Posant jr =ï eJ^"**' el sub&liluaui les valeurs de j 

trouvées plus haut , on aura 

du ^ \ I 

-h w'H- - a : = o, 

dx XX* 

I 

xdtt -4- adx tt? aî' — I 
ou 1 =o. 

dx X 

Posons ux=i z^W vient 

tfx X 

ou , en séparant les variables, 

dx dz 

d'où Ton tire 



= o. 



. z=z c. s = > « = — T— X : ) 



2 — I x' -H r 
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€t, ensuite , 

577, On traite de la même manière toute équation 

qui est homogène par rapport aux indices des différen* 

tielles, c'est-à-dire daiib iaqiu IK la hoinme des indices 
des dilférentieUes de r est toujoui's la mèmej car si on 

dr , . . 

pose ^ = p, Téquation deviendra homogène par rapport 

dp d*p 

578. Exemple. Soit 

dp 

Cette équation revient à p ^^f{jr) p*, ou 

équation homogène par rappui t a /> et à y" ^* ^^^^ 

p = if/««<r, d'où ^ = tf^'"'-^ « , 

on aura, en porlanl valeurs dans l'équation (a) et 
supprimant le lacteui' commun e^*"^'\ 

donc /> = e^"/'/)^, 

et, en intégrant de nouveau, 
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QUARANTE-SIXIÈME LEÇON. 

Intéff-ation des équations linéaires sans second membre. — Délinitioii — 
Propriétés de l'équation privée de second membre. — Équations à 
coefficients constants. — Cas des racines imaginaires iiiûijaleâ. — Cas 
«tes rMinet égales. Métliode d'Alenibert. — Autres méthodes. 



DÉFIMTIOM. . 

578. On appelle équations linéaù^es les équations dif- 
férentielles dans lesquelles la fonction cherchée et ses 
dérivées n'entrent ((u'au premier degré et ne sont pas 
multipliées entre elles. 

Leur forme générale est 

P, Q . . .T, U, V désignant des fonctions de x» 

PEOFRIÉXÉS OËS ÉQUATIONS LINÉAIRES PRIVÉES DE 

sacONn BIBHBRE. 

579. Nous considérerons d'abord Téquation privée de 
second membre 

Si des fonctions particulières jr,,. . . , ^„ satisfont 
à cette équation , la somme de ces fonctions et même la 

somme des produits de ces fonctions par des constantes 
quelconques c , , C9 • m y satisfera également. 
£n eiTct si Ion pose 

s= c, -h c, j^j H- , , . -H f „ /„ , 
II. 7 
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on aura 

-7- = f I j 1- 3 h . . • -h c« -T- » 

ajE aX nJC ax 



La substitution de ces valeurs dans Téquation (II) Itd 
fait prendre la forme 



,= o. 



Or chacune des parenthèses étaiu nulle par hypothèse, 
Téqualion se tinuvrra satisfaile. Cette propriété n'appar- 
tient qu à Téqualiou privée de second membre. 

580. Il suit de là que si l'on connaît m solutions parti- 
culières de Téquation (H), on aura l'intégrale générale 
en posant 

pourvu que Ton puisse déterminer les constantes de ma- 

nière à donner ky, .. , -^^^—i des valeurs arbitraires 

pour une valeur quelconque de x. 

Ces conditions ne pourraient pas être remplies s*il exis- 
tait une relation linéaire entre quelquefr^ines des fonc- 
tions X») • • •> T'n' exemple si Ion avait 

on aurait 

j = (c, 4- ac^]j\ -t (c, -H -h H- . . . 
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et c<»tle exjucssioii 11c it iiltuuaut i^uc. ?ti — i constantes 
arbitraires pnis(jue r, -hacj, -t- ne doivent comp- 
ter que pour deux constantes , ne peut pas éurc Tinté- 
grale générale de l'équation (II). 

5^1 . L'équation linéaire étant homogène par rapport 
à ^ et à ses dérivées, on peut en abaisser Tordre d'une 
unité, en posant / = et'"^* (575) ; maïs elle cesse d^ètre li- 
néaire. Elle prend alors la forme 

(III) -»-... + (rf"-#-Pir-'4-Q/<"'"'-h... -4-U) = 0. 

Cette équation est plus compliquée que la proposée; 
mais elle fait découvrir plus facilement certaines inté- 
grales particulières. Ainsi quand une valeur u^^r, indé- 
pendante de jr, annule le polyndme 

(l) tt*-hP««^'-»-...-hU=r/(a) 

l'équation (III) esl satisfaite par «= car les dérivées 

^» . . sont nulles : par conséquent l'équatiou (II) 

est satisfaite par ^ =s cef***' =s ce^*. 



ÉQUATlOffS LINÉAIRES A COBFFICIEBTS GOMSTIJITS. 

582. Dans le cas ou P, Q, . . . ,T, L sont des constantes, 
Téquationy^ (m) = o n admet (jue des racines * oustantcs 
Tf, Tfi, • • . ) r^» ËD les supposant toutes diilèrenies, on aura 
donc m solutions particulières e^", er**^ • , . , e'''** et l'in- 
tégrale générale sera 

Pour le démontrer il suffit de faire voir qu'on peut 

déterminer les constantes c,, c,, . . . , c,„ de manière que, 
pour une certaine valeur de a, par exemple x = o, y 
et ses m — i premières dérivées aient des valeurs arbi- 
traires b'y,,*^ Eli eliél, de l'équation (2) on 

7- 
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tire 

(3) ^ = ^' + — + 

(4 ) ^ = c, rX*' + r; <rv ^ . . . -h c,r* «'•S 

et, par conséquent, en faisant x=o dans les équations 
(a), (3),(4)v.>onaura 

Cl -I- , -h «s -H . . . H- <ï« = * f 

<?• /^i -H r, -H Cj Tj -H . . . -h r« = 6\ 



> * 

Multiplions ces équations respectivement par A, kyk'^ . . . , 
j^^Cw-*} et I , et ajoutons-les : en posant 

on aura 

= kb X' 4- A" Z»" -f- . . . -t-èC- 
On éliminera Ct, c,, . . . , r,„, en prenant pour 9 (/) une 
fonction telle que 9(^1)9 9 soient nulles, mais que 

9(^1) soit différente de zéro. Ces conditions seront rem- 
plies si Ion pose Vr\^ 
y(r) = (.-r.)(r-^.)...(r-rj = ^,^ ^77^ 

d»oii y(r,)=>^(r.) 

éf^O H- r A* -I- 
et . ■ 

On aurait de même Ct, Cs,. . . . Toutes ces consiauies ont 
des valeurs finies et déterminées, puisque /' (rj)»/' ('t) v*9 
ne sont pas nulles. 

Si Ton donnait les valeurs 6, ... , de/ et de ses d^ 
rivées pour jr = â, il suffirait de changer dans la valeur 
de |, X en x — a sans toiirlu r aux conslantesj car 1 in- 
tégrale (2) peut évidciumcul b écrire 
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En prenant ensuite les dérivées et faisant x:saon retrou* 
veraît les mêmes équations (G) pour déterminer 

LxEMPLE. -r^ — n'jrrro, 

on a H — ff*=o, 

d*où . r = di« 

et J^2=C,<î**-|-<!,«^. 

CAS DBS RACIMES XMAGIHAIASS INÉGALES, 

S83. Lorsque inéquation 

/(r) = -h P f^-' -h . . . -h Tr-h U = o 

a *des racines imaginaires , la formule 

représente encore Tint^ale générale, mats elle renferme 
des imaginaires. Pour mettre l'intégrale sous une forme 

réelle, observous que les racines imaginaires doivent être 
00 iijLi louées deux à dt iî\ en supposant que P, Q,..., T, U 
soient des quantités réelles* Soient donc 

on aura 
ou bien 

'4- c, e' » ' = ( A ces 6 ar+B sin 

en posant A — Ci -f- c.. , B = (cj — c,) y — i : A et B dé- 
signetii des constaules arbitraires que l'on peut toujours 
supposer réelles. 

On peut encore écrire la somme des termes qui cor» 
respondent à deux racines conjuguées sous cette forme 
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^4. ËXBMPJLE3. 



3 



«> 6.r=o; 



iix* dx 

l 'ctpaiion en r est 

— r — 6 = i> : , 

on en tire • 

ei par suite 

_X = ctf'-'-+- A cos(ar ^) -f- Bsin (a: V'2)]. 

CAS Oes AACiriËi» ÉGAl-BS. — MÉTHODE DE D ALËMJIËHX. 

585. Lurst^ue l équalioii 

a des rat ines ei^ales, les Leinies eorrcâpODclâUiâ à cei> la- 
cinc6 dans la formule 

8e coiiiojident en un s( ni et Ton n'a plus l'inlégrale gé- 
nérale, puisque le nombre des constantes arbitraires esL 
inférieur à m. On peut cependant déduire de cette même 
formule Tintégr^le générale en considérant d'abord les 
racines comme ayant une différence qu^on rend nulle 
ensuite après avoir fait subir à Texpression une trans» 
formation convenable. 

Pour faire comprendre ce procédé par un exemple Irès- 

x^dx<= i^ ^^^ + C,qui devient illusoire 
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quaml #» s= — i . Bosoas m = — i -4- ^ j nous aurons 

h' 

Mais -h Al^H + v » 

1*2 

donc 

r ±.-[€+1+1*+— (ix)'+-^(i»)'+...i, 

c< , en représentant G + ^ par c , 

Donc si i on fait /i = o, on aura 

586. Revenons maintenant aux équations linéaires et 

snppusuiis /8= r,. On peut altérer le» coefficients de 
l équation (II), de manière que l'équation (i) n ait plus 
de raciues égales. Alors on a r% = rt -f- » et 
J =s C » C, + c, H- . . . , 

ou 

^ = (C, ^- C. c*') e'" + ^3 + . . 

ou bien , en posant 
on aura 

c -h c'a: -h C'A — <^^'7"Y^ I 

cette valeur satisfait à l'équation différentielle quel que 
soit h. Donc en faisant À s o , on aura 

(3) j' = tf^»*(<: c'a;) -H-C3e^»'-h..., 

expression qui renferme m constantes arbitraires dis- 
tinctes quand r» , , . • • > sont des racines différentes. 
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Quand trois racines sont égales, on suppose d'abord 
rëqaatioti modifiée de manière que deux racines seule- 
meni soient égales, ce qui donne à l'intégrale la forme 

Puis, supposant r^ss -h A , on aura 

r = fc H- C, + ( C H- Q A ) « H- ^ V H- H- , . 1 

C A' 

ou, en posant C-|-C» = c, C'h-C» A = c', =c''» 
el, en faisant A = o , 

(4) / = -H c'x -h «^ar») tf***-!- .. . . 

On trouverait, de In même manière , que si la racine Ti 
était quadruple, il faudrait remplacer les termes qui s'y 
rapportent par 

expression qui renferme quatre constantes arbitraires. 

nBoxiàn méthode. 

587. Lemme. n et v étant des fonctions de x, si Ton 
cherche les différentielles successives de ui^, on arrive 
par induction à la formule 

• ' 1.2 

OU à la formule symbolique 

en remplaçant dans le développement du second membre 
les exposants des puissances par des indices de difiéren- 
tiation, et en admettant que d^u = 
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Pour iaire voir que cette formule esi générale, il suÛit 
de montrer que si elle e$( vraie pour Tiudice n , elle eat 
encore vraie pour rjndiceitH-i< En efTet, soit kdfud'^'''^u 
un terme quelconque du développement de d*", On 
aura 

De là on tire 

ou 80U5 une forme symbolique 

dn-k-i^j^ =i.^ kduJ' du^-P {du -h dv) = (du dv) ^ kduP d^-P . 
Mais, par hypothèse, 

2 kduPdv^-P = ( r/a + j 

on aura donc 

Vf^ ( -f- ) (</tt H- Wi»)^) s: ( f/it + . 

Cequil fallait démontrer. On démoutrerait de la Dicmc 
manière la formule plus générale 

d'^.[ui>. . .z)z=z \^dfi -i- dv dz^'^K 

588. Autrement. Le coefficient h dans Féquation / 
(i) rf". fin = ^ fidP u d1 » 

♦ 

est un nombre indépendant de la nature des fonctions u 
et f^. Soit alors u = e"', e^', on aura 

et Féquation (i) devient 

( « -t- ^ 2 dxP-^, 

et pu isque + ^ = « , 



y 
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Ainsi Icsoocfficicnts de d'\uv ne. sont aulre chose que les 
coefficients de la n'"** puissance d'un binème. 

A. 

589« Revenons à Téquation 

# 

Remplaçons X par uv. L'équation ordonnée par rapport à 
la fonction u et à ses dérivées » deviendra 

-r—. H-(j«— 1) P : H- (m— 2) Q + • • •4-Xf 



du 

ix 



I 4^11 

[/il («I — 1) (m — a). . . a. 1 .»\ 



1 . 2 ... m ifa* 
OU bien 

fa) V it -h V ^ H- — — -h -t- — — — o 
' * ' dx i ,2 dx* "* 1 .2.3... m </x" * 

en posant 

* <i«* c/jc"-' ^ rte*-* " * ifa"*" *^ 

= " 3?=î + <"•-') p 3^=3 + («-a) Q s=î T». 

«(/Jf - i) H- {/w ~ 1) (/« - 2) P -h. . . 4- Si', 



Le développement (2) est analogue à celui d'une fonc- 
tion de X dans laquelle on roinplate x par -h A. On 
voit en ell'ei que les polynômes V©, V,, Vi,..., se clé- 
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* 

duisem du poijuùme 

^ p -4- . . . -I-T«' H- U, 

et de ses dérivées eu remplaçant m'", • •> ^'j par 

Ô90. Maintenant, si l'on pose v = e*/, et f]ue Ton sup- 
prime le facteur commun e^', Téquation (2) prendra la 
forme 

du d^ H u 

(3) Ar).+/'(r),^+ri^^ + ... + ^^o. 

f{r) désignant, coninie plu?1iaut, le polynôme 

r-H-Pr"-»-h,..H-Tr4- U. 
De là résultent les conséquences suivantes : 
1®. Si Ti est racine simple de réquatioti 

/(r) = o, 

on satisfera à Téquation (3) en faisant 

r=r,, « = c,, 

r, désignant une constante, d'où y z=Cx f?*"''. 

Donc si toules les racines sont inégales, on aura w in- 
tégrales particulières contenant chacune une constante 
arbitraire et dont la somme formera rinlégrale générale. 

a**. Si r, est une racine double, /(r,), /' (r,) seront 
nulles et l'on satisfera à Péquation (3) en posant 

d'il 

doù u = c-4-c'jr, y -H c'x). 

3**. Si i\ est racine tri pie , / { i\ )-, /' J" ( f'i ) seront 
nulles et l'on satisfera à réquation en faisant 

d^ n 

et ainsi de suite. 
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591. En âubstiluaiil e*"' à y dans le premier membre 
de i'équaûon (II), on a idealiqueineiit 

DiiTéreu liant par rapport à r, on aura 



et 



P : ^ h . . . Uif^'J* 



(3) { <^ 

et ainsi de suite. 

Uëquation (t) montre que Ton satisfera à réquaiioa 
dîfTérentieJle en posant =: e^i% étant une des racines 
de Téquation y(r) = o. 

Si r, est racine double, on a /'(rj) = o, et la rela- 
tion (2) montre que Toti ]k uI preuiirc y = ce qui 
avec fait dcu-x solutions. 

Si r, est racine Li'jpie, outre les deux solutions dis- 
tinctes déjà obtenues, on déduira de Téquation (3) ia so- 
lution ^=se''''x*, et ainsi de suite. Ainsi à chaque racine 
multiple correspondra un nombre de solutions ^al a 
son degré de tpuItiplicité.-'En multipliant toutes ces solu- 
tions par des constantes et les ajoutant, on aura donc 
l'intégrale générale. 
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ÛllAKÂiNTJi;-SEPÏlÈMË LEÇON. 

Iniêgiaiion de réfjuaiion linéaire complète. — Réduction do 1 équation 
complète à Téqnation privée de second membre. — Cet où les coeffi- 
eients du premier m«nbre sont constants. — Abaissement de Téquetion 
linéaire quand on connaît un certain iiombre^'intëgrales de l'équation 
privée de second membre. — Autre méthode. — Équations linéairas que 
Ton sait int^rer. — Propriétés de l'équation du second ordre. 



EÊD(JCTIO^ DE l'Équation complète a l'équatiow 

PRIVÉE DE SECOND MEMBllE. 

592. Soit 

Posons r = I zda^ z étant une ionciiou de a: et de a 
tellementchoisie, que — » ^i • • • i ioienl nulles 





^« Jo 



dx 

o 



on aura ensuite 



dx^ 



mais 



I5 =^ o ; par conséquent l'équation précédente 



'■5 



pour a = et que l'on ait pour cette 
Ces conditions étant i^pAies , on aura • 

Zj. désignant la valeur que i^PP ^ lorsque a = jrj mais, 
par hypothèse , cette suhstitution annule z j donc 
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deviendra 

on trouve de la même manière 



En substituant ces valeurs dans Téquation proposée, 



on a 

>X ! 



et il suffit , pour que réquation soU satisfaite , que Ton 

ail 

Si, outre les condiilons citéesplus haut^ z remplit cette 

zda. sera une intégrale par- 
ticulière; en la désignant par u et posant = u H- l'é- 
quation deviendra 

^ + P +...+o»-r(x)J + ^ +...-HU..=o. 

Or la première partie est nulle par hypothèse; donc 
Téquation se réduit à 

Et si Ton peut intégrer généralement cette équation , 
sera l'intégrale de lequation (I) . 

C49 Oi; ms GOBPPICIBIITS DB l'ÉQUÀTIO» (U) SONT 

COirSTÀlITS. 

593. Quand ou connaîtra Tint^rale générale de Véqua- 
tion (II), en y remplaçant x par x — œ, on pourra pro- 
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filer de li'indéierini nation des constantes arbitraires qu'elle 
renferme pour rempliriez conditions indiquées plus haut. 
C'est ce. qui arrive lorsque les coefficients Q , . . . , U 
sont constants. 

En edet) en désignant par r,, , . , . , les racines de 
l'équation 

(l) /(rjssi-H-P/*^»-!-. .>+-Vr-|-U = 0» 

on pourra écrire 

et pour que les équations indiquées plus haut soient sa- 
tisfaites, il faudra poser 

Cî( Cl • • • On O f 

C, f, H- C,r,-h .. . -H C« r« = o , 



I -i- C, -f- . . . -f- C« = O» 
C, r'^* -h C, r;-' ^- . . . + C r;-- = F (a). 

En ( pOi ant comme au n^ on trouvera 

/ ('•.) / ('^) / ('•-.) 

et , par consâpient , 

On aura donc 1 , ou 

i/o 
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Mais 01111 a ainsi <pi'une valeur particulière, à laquelle 
il faut ajouter T intégrale générale de Féquatiou 

laquelle est 

p = c, -4- <r,<f . . -h «in*'-*, 

Cl) Ct , . . , , Cm désiguaDt des constantes arbitraires. Ajou- 
tons cette valeur an dennème membre de l'équation (a) 
et observons que 



X 



/'('.) 



» » î. 



peut s ecnre 



ou, en remplaçant Cl y (r,) par Ci, 



/'('-.) 



on aura donc 



r — 



-h 



,—rm» 



Ainsi , dans le cas des coefficients constants, Pintégrale 
de Téquatiori (I) s'obtient par des quadratures. 
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CAS OU l'on gommait un CBRTAtH KOMtEE D*INTA6RAt.£S 
DE l'équation PKITÉB DU SBCI[)MD MteKBEE. 

594. Si Ton connaît m intégrales parliculières de l'é- 
quation 

on aura 

r = c, r • -H Cj >- , -h . . . ^- c , 

C,, C.,. . .5 C,„ étant des constaules aibitraiies. Or ou 
peut supposer que cette expression satisfasse à Téquation 

en regardant G|)Ci,. • Cm non plus comme des con- 
stantes, mais comme des fonctions inconnues de a:, qui 

n'ayant à remplir qu'urtc seule condition, savoir que la 
valeur de j satisfasse h l'équation (I), peuvent être liées 
entre elles par m — i relations tout à fait arbitraires. On 
choisit ces relations de manière que la détermination des 
fonctions Cl, Ct,-.*, C^ n'exige que de simples qua- 
dratures. 
Ona 

Ha! tu ajc tùc 



dC, dC, dC, 



h-Ji-:t- h-Jï-j- 4-...-f- j 



'M 



dx dit. di: 



Posons 



dx. dx dx 

Alors on aura simplement 

djc dx dJB dx 

II. 6 
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et — aura la même forme que si Ci, ^ * . ^ élaieui 
dx 

des constantes. 
On aura de même 



tu posant 

dx dx dx Ux'^'** dx dx ' 

puis 

en posant 

On continuera ainsi justju à inclusîvemcnl, en éga- 

lant toujours à zéro la somme des termes qui renferment 
les différentielles de Ci, C« ^ • m C«* on aura 

— =c, -r~-^ ^î-:ïzïr ^'""'^ 



dsd^ dxf* dx^ dx^ 

djT-' 'dx Wi-^' rfr • • dir-' rfr' 

On a, en substituant ces valeurs àejy etc., dans 
r équation (I), 



d*"-' "5r"^'**"^ </x^' dwP 
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Orles polynômes qui muhiplient C,, Cg, . . sont nuls 
par hypothèse . réquation précédente se réduit donc à 

^ ^ rf«<^' dx^ djf^^ dx^ djt^^ "27 

On a ainsi , pour déterminer ^% . . . , £^ les 1,1 

AT or <^ 

équations (i), (a),.-, (m).$iipposbnà qu'en les résolvant 
on ait trouvé 

on aura C, = c.-h x.r/x, C, = c, + Jx^fix,.,, 
et, par suite « 

r=(*.-H J"x, rte^ ^. -H ^c, yXjii»^ ^,4..... 

5d5. Si P, U sont des constantes^ on pentpren- 

dreri = «"')rt= «^"v ^y-.— c^-^; r„ r„. . r« étant 
les racines de Téquaiion 

/(r) = r«+ Pr"^'H-Qr«-»-|-,..-HTr + Uc=o.- 
Dès lors les équations (i), (2), . . deviennent 
^dC, ^dCj dC^ 

^•er>'^+r'-'t'^^ + ...+ r--'*-.' = V. 

* dx * dx " dx ' 

En employant la méthode d'élimination qui nous a déjà 
scnri plusieurs lois, on aura -r-^=s — 1 



d'où C,3= 
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On aurait de même €§ , G« |. . . ^ et» par suiie, 



— — y 



(M 

ce quL est au fond la formule (3) du 583. 

596. Exemple: 

Ici m = 2, ri = Ai, r»=5 — n. L'înlëgrale générale sera 

donc 

y (c. + Ve-jJ;^ + (r,^ ^ /^f ''^)- 

597. Si Ton connaît seulement m— i intégrales par- 
ticulières de Téquation (II) , il sera possible de ramener 
Fintégration de Téquation (I) à celle d'une équation li- 
néaire el du premier ordre« 

En effet , supposons , pour simplifier, que Ton ait à 
intégrer l' équation du quatrième ordre 

èt que Ton connaisse trois intégrales de Téqua- 

tion privée de second membre 

On représentera encore l'intégrale générale de Téqua- 
tion (I) par 

y = Cri -H C,ra -h Cjr* » 

C, Cs, Cs étant des fonctions de x qui, n'ayant à rem- 
plir qu'une condition, peuvent être assujetties à véritier 
deujs. relations arbitraires. 

Si nous prenons ces fonctions de telle sorte que ^ ' 
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et aient la même forme que si C|, C, et C| ëlaic^t des 
constantes 9 nous aurons 

— — L, -r ht*, r-^i-l-y 

dx (i.T eue dx 

d^y _ ^ dy, d'y, d\r, 
Sî" ~ ^' ^» ^ ^ ' 

d'y. ./'r. rfC. 

En substituant ces valeurs dans l'équation (I) , et sup> 
primant les termes qui se détruisent par hypothèse, nous 
aurons 

^'^ y da:^^^ dx')dJ^^'*'^lhF^^ ^* 

et il faudra joindre A cette équation les deux suivantes ; 

/ V dCt dCj dC^ 

^ dx dx dx dx dx dx ^' 

lie (/V 

De ces deux équations , on tirera pour — et des 
valeurs de la forme 

^ = X— , — =X, — . 

dx dx dx dx 

Si on les porte dans Téquation on obtiendra, en posant 

^ = z , uue équaliou linéaire de la forme 

dz ' 

on aura ensuite Ci=Btfi+ J* *dx^ 



ii8 çoLUS u aka;.\&e, 

La valeur de z contenant déjà une constante arbitraire, 
la valeur de jr en contiepdra quatre. Ce lera donc Tinté- 

gralc générale. 

598. Si Ton ne connaissait que m — a intégrales parti- 
culières deréquation (H), on seraitramené à l'int^ration 

d'une équation linéaire du second ordre. En effet, soient 
Xi intégrales connues , et représentons par 

Tintégrale cherchée ^ comme on ne peut établir entre Ci 

et Cs qu^une seule relation arbitrs^ire , exprimons que ^ 

a la même forme que si Ci et Ci étaient des constantes. 

Les fonctions C| et C» seront déterminées par l^s équa- 
tions 

G, li, . . . étant des fonctions dex. De la piemicre, on dé- 
dC dC 

duira -— ' = Xi— '» et substituant dans la seconde , on 

ax dx 

aura une équation où Ci n'entrera que par ses dérivées 
— j • Alors eii posant — = cette équation 
prendra la forme 

d» 

Cette équation étant intégrée, on aura Ct =:= C| -i- j* x dx^ 

et ensuite Ct= c«+ ^ Ht^dx, Comme z renferme deux 

constantes arbitraires, on voit bien que Ci^i -i- C» en 
contiendra quatre» 

599. En général , sî ron connaît n intégrales distinC' 
les de r équation linéaire privée de second membre ^ on 
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pourra ramener l'équation complète à une équation li" 
néaire du (m— n)* ordre* 

La démonstration de ce théorème général est suffisam- 
ment indiquée par ce qui précède , c'est pourquoi nous 
nous bornerons à examiner le cas particulier où Ton ne 
connaît qu'une seule intégrale yi de Téquation (II). Nous 
poserons alors 

et en exprimant t^ue cest une solution de rét^uatiou (1), 
nous aurons 



les nouveaux coefficients P,^ • . . , T| se formant, comme 
on Fa dit au n^ 589. Si Ton pose 



telle é(jualiou so réduit à 

équation différentielle de Tordre m-»i. Ainsi Tordre de 
Téquation proposée sera abaissé d*une unité. L'équa*» 
tîon (2) en 11 étant intégrée, on aura 

Ci=<i-!- J* udx, 
et , par suite , / = ajri + /» J* tt dx. 



AUÏUL MÉTHODE. 



60(). Le cas particulier que nous venons d'examiner 
permet de démontrer le théorème général énoncé plus 
haut (o99), et iournit une autre méthode pour abaisser 
Tordre d'une équation linéaire, ëm cflet, appliquons le 



Digiiized by Google 



120 COUftS D^MALYSE. 

même procédé à Féquatiou 

Soit Ui une solution de l'équation 



En faisan l « = — 7 — 1 

2 dépendra d une cijualioii linéaire de I ordre ni — 'à, 

d'^-^z d'^-^z d"'-'z _ 
d^^'^^'d^'^^'di^^'^ ^' 

et l'on auri^ « = -|- «, J*sdx, 

et, par suite, 

ou ^ = OTi + ^J"» + 

en faisant ^,s5r^,^»,rfr, Ç=j^, y* utt^J^zdt, 

La foinction désignée par satisfait à l'équation 
(3) ^H.P;^ + .., + Ur=o. 

car si l'on suppose \ nulle, on peut prendre z = o, et 
par conséquent ^ = o, ce qui réduit y à qyt-h fytt 
pression doutât est une valeur particulière. 

Réciproquement, on trouvera une fonction telle que Ui, 
si Ton connaît une fonction différente deyi, qui satis- 
fasse à l'équation (3). Il sullira, eu ell'et, de prendre 

iii j — —* 

" (;-) 

puisque « =;= ^ se change en lij si \ = o, et t^u alors 
yt est une valeur particulière dej'* 
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L'ëqualion en z étant de l'ordre m ^ a, on cherchera 
une valeur Zi qui satisfasse à Téquation 

(4) 5ï=r;+P»5^,H--HS,s=o, 

et l'on aura « = csi h- J^tth^^ ^ j '-'■<L> | 

eu iaisuiil t = — V-^» u on 

dx 

y — aj, -h 6/2 -h c/3 4- 0, 

^3 étant encore une solution particulière de Fëquation 
(3), et ainsi de suite. 

On voit donc qu'on pourra abaisser Tordre de Téqua- 
tton (I) d'autant d'unités qu'on connaîtra de solutions 

pnrii( ulièies de l'équation (3), et en outre que l'inté- 
grale générale de l'équation (I) est de la forme 

/ étani une solution quelconque de l'équalion (1). 

L'équation linéaire u^adniet pas de solution singulière, 
puisque la solution quelconque = X se déduit de l'inté- 
grale générale en faisant nulles les constantes a, 5,..., /. 

DE QUELQUES CAS OU l'oH PEUT INTÉCRBU I.'ÉQUATI0N 
LIHÉAIRE A SECOND MEMBRE. 

601 . Si dans l'équation 

P,Q, . . . ,U, V sont des constantes, onferay — ^-1- et 
l'on aura 

équation que 1 on sait intégrer. 
6Qâ. Les coefficients du premier membre de Téqua- 
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tion (i) éianl constants, si V est une fonction entière de Xy 

on posera 

y = j/* + -h . , . + /i = «, 

et l'on déterminera a, en exprimant que cette 

valeor satisfait à Féquation proposée , ce qui formera au- 

tant d'équations qu'il y a d'inconnues. Une première in- 
tégrale étant ()])lenue, ou posera y — u s*^ et v ne dé- 
pendra (jue ci une équation linéaire à cocÛicienU constants 
et privée de second membre» 

603. Si 

V = Acos/ix H- BsiniiJf y 

A et B étant des constantes, ainsi qne les coefficients du 
premier membre de Féquation ( i ) , gn fera 

^ = a Gosnx + b sin at, 

ce qui réduit Téquation (t) à 

(<iG+ 6H)cos/ix + (âK-i- 6L)$in/z;i:=Aco$/sJ: + BsiQ/ix, 

G, II, K, L étant des fonctions de n et des coefficients de 

l'équation. Pour que Téqualiou soit saliàiiiiLe, ii laudia 
que l'on ait 

ce qui détermine a et £ , à moins que GL — HK ne soit 
nul. L'int^rale ^néralesera 

yz^a coSJix -f* bûxknx H- s, 

z étant Tiniégralede Téquation 

GOi. La méthode précédente luinlje en défaut loi stjue 
GL — IIK = o. Dans ce cas, l'intégrale s'obtient par un 
ariiiice de calcul dont voici un exemple. Soit 
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on ne peut y satisfaire en posant 

X=ia pos« -h b sinx, 

car on tronTerait 

— a cos J7 — b sinor + a cos j; + 6 wlx = cos.v, 
oa o = cos.7, 

équation qu'il est impossible de rendre identique. 
Mais si l'on prend Téquation plus générale 

(2) -^-^Jr^^^co^nx^ 

eu posant y ^ a cosnx 4- b sin/jx, on a 

« (1 — cosn* + A ( I — «*) sîn jix = ces iwr, 

d'où <ï = -> * = o, 

I — n* 

ce qui donne la valeur particulière 

co&nx 



I— il» ^ 



La valeui^éiiLTale dej' sera doue (592) Ç^y^^ 

r = : -h Ccosjr -i- C sidat. 

Cette valeur deviendrait illusoire si Ton faisait n = i } 
' mais on peut écrire, eu posant G = C — 

co^nx — cos ^. » 

Y = T H G cosj; 4- usmxs 

I — rt* 

Faisant /2=^i, le premier terme prend la forme ~» 

«17 8111 X 

mais sa vraie valeur est j doue Tintégrale générale 



de r équation (i) est 



X sm«P 

7*== H- C'sinx -f- C'cosx. 
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6(fô. On peul eDcore. poser n=s i — h et faire ensuite 
h^o après avoir fait subir à Fîniégrale une transforma- 
lion convenable. On a 

COs(x — /i.r) . 

ou bien 

/ cos/ix \ / sin/u: \ . 

^ = + + + 

£n développant en séries cosÀr et sin/ur, on aura 

ou bien, en posaui C' == cX^il^Z^,} ^ 

Si maintenant on fait h = o, ou retrouvera encore 



y ^ h C siiï X + G^cos«. 

606. L'équation 

se ramènera au cas précédent (603) lorsque Ton aura 

En posant ^ =: u H- u'-h • . , , il suffira de satisfaire sépa- 
rément aux équations 

d^-^^ d^ =Aco8«arH-Bsin«ar, 

—j-r -h P -5—-— -h . , . = A' cos«' a: -h sin «'.i-, 

607. Ou ne sait que très-rarement int^rer une équa- 
tion linéaire à coefficients variables. Voici un exemple où 
Tintégraliuii poul s at hever. 
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QUAIIANTE'SEPTIEME LEÇOX. 125 

Soit l'équation 



Q, . . • , U étant des constantes. 
Vosons y ^ (ax -h by \ substituons cette valeur dans 
Féquation et divisons les deux membres par le facteur 

tomimin (ax-Hô)'^, nous aurons 

I r(r-.i)(r — a)...{r— Jw-hOtf- 
^ ^ J H-P(r — i)..,(r-^m + a)«^'H-...-|-U = o. ' 

Cette équation étant du degré m , donnera en général m 
valeurs constantes et inégales pour en les désignant 
par r», r,„, alors («x H- i^)'», (<mc4- . 

{ax-hhY'^ seront des solutions particulières de Téqua- 

tiou, d'où l'on déduira pour l'intégral l; j^éiiéi ale 

-s C, ( 414? H- * Ct ( <ï« -H 6 )■•« + . . . 4- C|« ( « -h 6 

Toutefois la forme de cette intégrale serait modifiée si 
quelques-unes des racines étaient égales ou imaginaires. 
11 faudrait alors se servir de procédés analogues à ceux 
que l'on a employés aux n*> ' HO A oi 6()n, 

Au reste, on ramènerait cette équation à une équation 
linéaire à coefiicienls constants en posant ax -h h = e', 

vaoFxiâTés de l'équâtioh du second ordke. 

608. Quand on connaît une int^rale particulièrc/i de 
Téquation 

les procédés des n*^ 59H et 600 permettent de rabaisser au 
premier ordre, et, par suite, de Tintégrer complètement. 

On peut encore opérer de la manière suivante. 
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Ou a itlciiliquciuent 
Eliminant Q entre ces deux ci^uations, il vient 

et si Ton posé 

^ dy, rlW d'y , du 
/»:t-— J3- = «ï a'où r, -r^ y — 11=.— * 

l*ëquaUou (3) devient 

d'oil ik = C«^/'''. 

On aura donc 



el cniin 



(6) :r=Cj^. + C^,/Cf^ 

609. X^ëquation (5) fait connaître plusieurs propriétés 
de l'équation (i). 

La conslaïuc C n ciaut pas nulle, eu général, suppo- 
sons C >> o ; ou aura 

par conséquent^ et ^ ne peuvent pas être nulles en 
même temps. La même propriété appartient aux fonc- 
tions Vi et 

*' dx 

Deux valeurs de x qui annulent comprennent une 
valeur de x qui annule 7. En effet si /i s'annule pour 
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QUARANTE-SEPTIEME hEÇQUé I 27 

x~a et pour x = b^ on a clans ces deux cas, d'après 
rmcgalilé(7), 

tir 

Ainsi j- et ^ sont de signes contraires^ mais quand x 

croit de ^ change de signe pour une certaine va- 

leur x=^oL\ doncjr doit aussi changer de signe avant 
que X devienne égal k i. Par conséquent la fonction y 
doit s'évanouir par une valeur de x compris entre a et 
De même entre deux valeurs de x qui annulent y se 
trouve mu» valeur qui annule j,. 

11 suit de la (juc si l'on fait croître .r, les deux Jonc- 
tions y et ji s'annuleront l'une après Tautre alternati- 
vement. C'est ce qu on peut vérifier sur Féquation 

qui a pour intégrale 
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quârantë-uuitiëmë leçon. 

Rrsolution des étjuations différentielles par les séries. — Développement par 

la série de 11 adaurin. — Méthode des coeOicientâ iodéterminés. Autre 

forme de développement. — Intéffniiioii d^aoe éqnatien dilTérenUelle 
par des iotéyrales définies. 



DÉTILOI-PEMENT PAR UL SÉAIE DE MACLAH&IN. 

610. KtauL Junnee une équation entre y el quelques- 
unes de ses dérivées par rapport à j:*, on peut, comme 
on Ta vu, développer y suivant les puissances ascen* 
dantes de x — a, et ce développement contient m con- 
stantes arbitraires qui sont les valeurs de y et de ses 
m — I premières dérivées pour a? = «. En faisant a = o, 
on aunesérie ordonnée suivanilespui.>saiices ascendantes 
de .r. Mais il peut arriver que certaines dérivées deve- 
nant infinies pour x=:o, la série tombe eu défaut, à 
moins qu'on n'attribue certaines valeurs convenables à 
d'autres dérivées qui ne sont plus arbitraires. Bans ce 
cas, la série contenant moins de m constantes arbi- 
traires ne représente plus l'intégrale générale, mais seu- 
lement une intégrale particulière. 

En voiei un exem]>le. Soit 

fi^y fi y 

En diflércntiant celle équation plusieurs lois, on aura 



X 



d^r ^d^r dy 

da^ ^ dr^ rfr» ^ dx ' 

d^y ^d'Y . d'y ^ d^r 

ax* dx* ttx^ * 
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La loi de formation est évidente. Or si dans la première 
équation on fait a; = o, y = b, A', on en déduit 

— sa: «0 , à moins que ne soit nul. Il faut donc faire 

~ = o pour as o ) et alors les équations suivantes don- 
nent 

et , par conséquent , 

r = b{, — + -...^^b^'" 

\ 12. 3 1.2.3.4*5 * / 



« . b 
ou en taisant - = c, 
n 



^ ^ %m nx 



On n^obtient ainsi qu*uhe intégrale particulière. Pour 
avoir l'iiitégrale générale, il faut j)oscr 

. sin 9tx 



X 



•» 



c étant une fonction de x. Là recherche de cette fonction 
condiuL a une équation linéaire du premier ordre d'où 
Ton déduit 

et, par suite, 



sin nx 4- cos a/x 



On serait parvenu tout d'abordà ce résultat si Ton avait 
développé suivant les puissances de a; — <i , en se don- 
nant les valeurs de / et de ^ pour x = a* 

MÉTHODE DES COEFFICIERTS IltOÉTERMINÉS. 

6i4. On peut encore employer la méthode des coeffi- 
cients indélcrniinés pour développer en série Tintégrale 
d'une équation différentielle* Ou obtient souvent par ce 



t3o cotj&s d'analyse. 

moyen des développemenu qui rt^nfemeni des puissances 
négatives de x, ce que ne peut donner la série deTaylor. 
Reprenons Téquation précédente sous la forme 

Supposons que Tintégrale soit 

(a) 7 = A«*H-Bj?^-I- C*''-^-..., 

^9 ^1 7)* • • étant des uuuibres cruissauts ; ou auia 

ov 

1^ = « (« — i) Ax«-=*-f. 6 (6 — i) Bx«-^ . . ., 



èt en substituant ces valeurs dans Téquation proposée, 

Pour que cette équation soit identique, il faut que les 
coefficients des différentes puissarices de x soient nuls 
séparément. Or puisque a, 6, y,... sont des uonibrrs 
croissants, a — 2 est le plus petit exposant de x daus Té- 
quation (3). On doit donc avoir 

Ace(« -f-i) = o, 

et, comme A ne peut pas être nul, il faut que Ton ait 

a = o, ou « = — 1. 

Prenons a = — 14 Les deux plus prlils exposants qui 
viennent ensuite sout a et 6 — 2.^1s peuvent être égaux 
ou inégaux : s*i1s sont inégaux, le terme Bo (6 
ne pouvant se réduire avec un autre devra être nul de 
lui-même, ce qui donnera 6 = 0 ou ^= — i. Maïs on 
ne peut supposer S = — i, puisqu'on a déjà « — i et 
ipu' a c-^L supposé moindre cpu' c ; donc 6 = 0. Parmi les 
exposants qui suivent, les plus petits sont a et y — 3 : 
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QtJAilAWTE-HUITlÈME LEÇON, l3l 

nous devons les supposer égaux, car le terme A/»*x« doit 
se réduire aivec un autre, puisque A ne peut être nuL De 
là résulte 

7=1, «»A +€7(7 +i) = o. 

Oji trouvera de même 

^=2, «»B + D*(^-4-i)=:o, 
t=:3, «»C-»-El(s-f 1) =0, 

et ainsi de suite; on en conclut 

i.i' 1.2.3* 

1.1,6 4 ^ I .2.3.4.5 
Par conséquent 

^=A( f 

\.T .1.2 1.2 3.4 y 

\ 1.2.3 1.2.3.4.5"^"*/' 

Acosil* . Bsmnx 
ou j= — h— — -, 

B 

ou bien, en posant A =s c, r=: c\ 

^— 

612. Si au lieu de supposer 6 — 2 différent de «, on fait 
6 — 2 = as= — I, d'où 6 = 1, 

le terme C7(y-hi) x'""'' n'étant pas nul, puisqu'on a 
7>>ê>-i, doit être détruit par hn*x^* On a donc 
7 — 2 s on aura de même â — 2=7, f — 2 =5^, etc. 
Par conséquent , 

6 = 1, 7 = 3, d = ô,...^ 

et ensuite 



i3a cotfRs d'analyse. 

Il eu rcsulle 

^ \x 1.2 i.a.3.4 ' / * ' 

mais on n'obtient ainsi qu'une intégrale particulière. 
L'hypothèse a = o coiiduii aussi à une intégrale parti- 
culière 

Asin Aix 
^ =- 




En appliquant la même méltïôde k l'équation 



d^Y i (ly dx . 

5;r + i^+r = o. ou —+^ = 0, 

bti trouvera la série très^convergente 

Autre forme de développemeet. 
613. L'équation linéaire du second ordre 

peut UiUjoiiis se ramener à une c({iiaiioii à deux Lermes. 
En cHet, posons = uz. L^ét^uatiou proposée deviendra 

, . d^z r du ^ \dz (d*n ^du ^ \ 

Déterminons u par la condition 

(3) a^+P«=:.o, 

cette valeur étant substituée dans Téquation (a), on aura 

dH 

(4) di^ = ^'' 

H étant nne fonction connue de 
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QUAa^|iiTE-UUlïi£M£ LEÇOM. l33 

dz 

614. Désiçaon3 par A el B les valeurs de z et de — ? 

oorrespondant k une valeur arbitraire x=sa. Nous au- 
rons, en intégrant deux fois de suite, entre les limites 9 

cl X, les deux membres de réquaLiou (4)>. 

ou bien, en posant < s= A -H B (of — a), 

(5) » = /4- J dx J R»<i». 

Si dans le second membre de celte équation on rem- 
place z par la valeur que donne cette même équaiioti, 
ou aura 

\^t'k- J dx J Rtdof 

dx l Kdx I dx I Rzdxy 
et eu remplaçant encore z par la valeur (5) 

! djc j ïitdx-h I '^'^ I / I ^tdx 

a Jii va va Ja Ja 

Jnx px /»* px px px 

I dx f R<ir I 4ix j fidx j 1 
a Ja va Ja Ja Ja 

615. En coutiuuauL ainsi, on obtient une suite iudëilnie 

XX p X 

dx 1 Kulx-^... 

dont chaque terme se déduit du précédent en le mul- 
tipliant par Kdx*, et en intégrant deux lois entre les 
limites a et x. Le dernier terme se forme d'après une 
loi analogue y mais il contient toujours la fonction incon- 
nue z. Cependant on pourra faire servir le développe- 



(6) 
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lS4 ÇOUllS p^AVALYSE. 

ment (8) au calcul de la valtui apjirochéL'dc ^, si à mesuit' 
qucleiiuiiibre des termes augmente, le dernier tend verso. 
C'iest, eu effet) ce qui arrive qi4an4 ^ ne devient pas iaH- 
nie Tintervalle où Ton faU varier ji?. 

Pour le démontrer, supposons (pie x croisse d une ma- 
nière continue depuis la valeur a jusqu'à uiie valeur 
quelconque b. Soient M, f^.^ C les valeurs maximums de 
2, dans T intervalle considéré. On aura en valeur 
absolue, 

R<M, «<|A, r<C: 

le signe <^ n'excluant pas l'égalité. Si Ton trouve pour 
une valeur finie, il sera démontré que z ne peut pas 
devenii^ iuiinie eutre les limites a et b. 

Or, en prenuer lieu * pni^f dans cet intervalle) 

R*<CM, 

donc y* Rf<fa?<y GMiiv, 

« 

ou J* R/«&r<GH(^ — a). 

De là on tife, en intégrant successivement. 



et ainsi de suite. 

D'un auire c6té> on a 
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el, par suite, R zdx <^ ^ M ( jc — a), 



J/»Jf /» X 

] dx 1 Si 
a t/a 



I*: 



jet ainsi de suite. Donc en arrêtant le développement de z 

kn-^i termes, le dernier sera moindre que ^lM' - — 

1> après ces inégalités , on déduira de i'équatiou (8) 

, < c + CM (^=1^ + CM. ii::^ + . . . 




n 



— 

1.2. ..SA 



Ai'est-à-diie, à lortiori, 
car ou a 

i.a 1.2.3.4 ^ 
On sait que — ^ ■— ou — — ^ peut devenir 

1.2. ..2/2 1.2.. .2/2 

moindre que toute quantité donnée c quand n est suffi? 
samment grand. Donc si on désigne par Kla plus grande 

valeur de ~ G [e^*—>^-h ], quand X yarie de a à & , 

valeur qui est indépendante de /i, on aura 

Cette inégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre a et on peut remplacer x par sa valeur 
maximum fi et Ton aura |ul <[ K + /^e , 



Digitized by Google 



i36 cou&s d'akialysk. 



I — • 



Ainsi fi nepeul pas devenir infini, et, par suite, le 

reste de la série (8) qui est moindre que fiM" [^^^ i 

tend vers o, ce qu'il fallait démontrer. 

616. On arrive encore à la formule (B) (615) par la 
méihode suivante. 
Posons 

« = lt«H- «iH'. . 
I/o , , u, , . . . étant des fonctions de x que nous allons dé - 

terminer. On doit avoir — - = R2 ou 

d^Uo d^Ut d^Ui ^ „ 

Or on satisfera à cette équation en posant 

Eu supposant que i on ait iio= A, = ^ pour x^a^ 

et que Ui, Ut, ... , —9 ^9 * ' * i» annulent pour a; = 
on tire de là 

««=rA-rB(x — a) (, 
«/a 

] dx I V>.dx \ dx \ Kedxj 

On démonUeiâ ensuite la conveigence de la série 
( oinme ou l'a fait plus baut. 

if*!! 

On traitera de la mi^me manière Téquation -rrr = R'?» 
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Qt)AnA»TE-HUlTlÈME LEÇON. l'6y 

et Ton aura une série où chaque terme s'obiieiidra eu 
multipliant le précédent par Rdx^ et intégrant m fois, 

(317. Comme application de celle méthode, considé- 
rons Téquation du second ord|*e 

à laquelle «e réduit Téquatiou dite de Ricçati 
en posant 

Pour plus de simplicité, supposons a = i, et priiiions 
toutes les intégrales indiquées au numéro précédent, entre 
les limites o. et Ji: : nous aurons 

Multipliant par x^dx* et intégrant deux fois entre les li- 
mites o etx, il viendra 



' (m -h «1 H- a) {m a) {jw -h 3) 
Nous aurons de même successivement 



(«I -l-i} (iw 4- 2)(2m H-3)(2/« 4~4J 

(m H-?.; (//74-~3) (2«-f4ir(âV+ 5)' 

A j?'""*^ 

(m H-i) (jw -f- a) (aiw -h 3) (a j» -h 4) (3fla 4- 5)(3/« H- 6) 

"*~ (/7i 4- 2) (/« -h 3) (2w -h 4) (^'" 5) 4- 1)) (3 Wl -h 7)' 
et ainsi de suite. 
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Par consé([uent la valeur de z sera 



3 = A 



{m H-x)(in + 2) (m H- 1) (m -h a) (a m + 3)(a m -+-4) 



..^«i-i-C 




(»H-i)(m-|-a)(afli-f-3)(2«-+-4) (3 m -h 5) (3 m 

^+3 



4- 



(m H- 2) (/w -t- 3) («I -h 2) (//I -h 3) (a m 4) l*"» ^) 

(« -h 2) (an- 3) (2111 + 4)(2m + 5)(3iii H- 6) (3«-|- 7) 
Dans le cas ou m = o, celte formule se réduit à 



2 2 
qui est bien Fintégrale de l'équation 



lUriaBÀTIOJI D*VNE ÉQUÀTIOH DIFFÉRBVTIELLE Â L*ÀtDB 

D'iHTâGRÀLES DéPIHIBS 

618. Soit Téquation 

m et II* désignant deux constantes : admettons que son in- 
tégrale puisse être développée en série convergente pror 
cédant suivant les puissances ascendantes de x, ét posons 

En substituant cette valeur dans Téquation^ on aura 



A«(a— 1) x*-^4-B6(6— i) -c^-'-|-...-fMf*ù*-~i) 

H- 2/*»Aa:*4- 2/*'Bx^4-. . 4- 2 A'Lj:^ + 2 //«Mx'^-H. . . 

Pour que cette équation soit identique , il faut d abord 
que Ton ait 

a(a'<i+m) = o, 
c^est-à-dire « o ou oc = i — m. 



* 
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Si Ton prend d'abord « = o et que Von procède comme 

il a été indiqué au ii*' 61 1 , ou trouvera la série 

Si l'on fait au CQiHraire a = i — m, /ce qui revient à 
cUauger eu 2 — rWjin aura V 

A«;g' '] 

' 3":ZrS"^i.2.(3 — /if)(5-ijf) 'J' 

^1 et sont deux intégrales parlicnlières contenant cha- 
cune une constante arbitraire. Lem* somme j^i-H/i sera 
dom^rintëgrale générale. 

619. On peut remplacer les séries jy, et par des ^ _ 
\ intégrales déliuies. En effet, entre les coefBcients L et M ^\ 
de deux termes consécutifs dans la série j^i, on a la re- 
lation 27 ^ 
^^-^ M = L/> 1 — m — 2/>). 

Or on déduit^ de la l'ormule (D) (I, une relation /v^^jVsj'^ 

analogue entre deux intégrales définies^ savoir: 

I cosVasin«~'arfa = — ^ /' — ^cos*''~='asin'"-'a«/a. 



Le rapport de ces deux intégrales est, à un facteur con- 

L 

C08*'asiD**~'a</ge, 



stant près 9 égal au rapport ^\ si donc ou pose 



on aura 

.M 2/> — I 

L A^i 2/1 + 01—1 m — %pY 

donc A- = — , ^ — r- A-_,. 

D après cette ibrmule el ojïservant que nVsl autre 

^« 
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chose (uie A Joii aura 
— Jt. 

et , par conspuent , ^ 
OU bien 

\ »-2 ' 1.2.3.4 y 

Maïs l'cxpressioti entre parenthèses égale cos [hx \/Z cos a) < 

Ou a doue enOu 

= A ^ cos (Ax ^2 cosa) sin'"~' ctdoi. 

La seconde série se déduit de la première eu chaugeauL 
m eu 2 — m. On aura donc 

= -^'^ cos(Aj? ^ cosa) sin*-» a</a. 



020. La valeur dej j devient illusoire quand on a m = o 
ou m <^ o. Ën eûet, si m = o , Tintégrale 

0Os(Ax ^ cosa) sin"*~' adx 

est plus grande que 



^ o 



A désignant une quaulité moindre que la plus petite 
valeur de cos (^V^ cosa) quand a varie de o àir. Or 

I — s= 00 . Donc la première intégrale est infinie quand 

m o, et à plus forte raison quand on a m <] o. 



Diyuizeo by GoOgle 



QtlARAUtB-MUIfriliHE LÊÇON. l4l 

De même la seconde intégrale n*aura une valeur iînie 

que SI 1 — m est positif. Donc -f- Ti ne représentera 
l'intégrale générale que si m est compris entre o et 2. En 
dehors de ces deux limites, Tune des deux formules tom- 
bera en défaut , maïs Tautre pourra être admise et ser> 
vira à trouver Tint^rale générale par le procédé du 
n<»608. 

6âl • Examinons maintenant cpielques cas pariiculi ers. 
1**. iit = o* L*équatîon se réduit à 

Pour déduire son intégrale des formules précédentes, ob- 
servons que la valeur dey^, qui est encore admissible, se 
réduit à 

XfZsA'xJ* cos(Ax^oos«)sina</a 

ss: — J cos(/i«^cosa] </.(Ax^cos«) 

Au moyeu de celte première intégrale on trouvera 

^ =s <r sin(Ax ^) cos(Ax 
a®. fTi = 2. La valeur àeft est illusoire, mais celle de 
/i subsiste et donne C sin i hx \f2 pour intégrale parti- 
culière. On en déduit 1 intégrale générale 

e sin Uix J^] c' cos(/ix J2,) 
jr~s i^-! . 

3^. m = i..Le rapport de /i kjr^ est constant, et ces 
deux int^ales ne sont plus distinctes* Dans ce cas, on | 
posera m s= 1+ A et Ton appliquera le procédé de d'Â- 
lembcrt. 
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QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. 

È^untions differeniieUes simultanées» — Elimination d*uiM variable entra 
deux équations dilTérentielles.— SystÂme* d'éqaatioaa da premier ordre 

équivalents à une OQ à plmieura équations d'nn ordre quelconque. — 

Théorèmes sur les inlégrnles <los pfyn itions simultaiices du premier 
ordre. — Intégration deséquutiont» bimultanées du premier ordre. 



ÉLimnATION D^DITB VABIABLB BHTItS DBVX ÉQUATIOKS 

DIFFÉRENTIELLES. 

Soient 

'■•^'.fo"' '^"'rfi••••'^j=°• 
„ /' dy d'y dz diz\ 

deuxéquatious qui renferment deux fonctions^- elz d'une 
variable indépendante x et leurs dérivées de divers ordres. 
En éliminant / entre ces équations, on obtiendra une 
équation différentielle à une seule variable et dontrinté- 
gratîon fera connaître 2. 

Pour opérer ceii<? élimination, on différentiera n fois 
la première» é(jualinii c( /// (ois la seconde; on nnra ainsi 
m + /2 4- 2 équations entre lesquelles il sera possiijle 
d'éliminer par les moyens ordinaires de Talgèbre les 

m-4-»H-i inconnues jK, '^£^''"'%èk' Inéquation 
finale à laquelle ou parviendra sera, en' général, d'un or- 
dre égal au plus grand des deux nombres n m+^î 
cet ordre peut toutefob être moindre, si Félimination a 
pu s*effectuer sans employer les m 4-» -h s équations. 

ë23. Plus généralement^ si Ton avait /' équations dif- 
férentielles contenant une variable indépendante x et r 
fonctions^, 2, u,. . . de cette variable, on éliminerait 
entre ces r équations, ce qui donnerait r — i équations 
entre m, etc. On éliminerait ensuite z entre ces r — i 
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ëqnatî<md, et ainsi de suile. On arriverait ainsi h une 

cquaiion ditïércntielle ne renfermant plus qu'une -seule 
des fonctions inconnues. 



STSTEMBS D^ÉQuixiOBS DU PREMIBft, ORIMLB ÉQUITALBKTS A 

uns OU PLUSIEURS éQUJtxiOHS d'uv ordre <}uelcohqus» 

624. On peut remplacer une équation ditlérentielle 
d'un ordre quelconque à deux variables par un système 
d'équations simultanées du premier ordre, en représen* 
tant par une lettre chacune des dérivées, excepté celle qui 
est de Tordre le plus élevé. Ainsi Téquatiou 

est évidemment équivalente aux équations suivantes : 



ilx ^ ' dx ■' ' 

f/ , „ <lr"\ 



De même les équations 



(3) 



dy (fy (Iz di 

~r~ 1 • • • 9 - — - » z , •— , . . . , — 



dans lesquelles nous supposerons m'^n^ peuvent 
être remplacées par le sptéme des équations du pi«mier 
ordre 

df fl'/ „ d.Y ^'«-"'^ , , 
— ^ y'* = y , . . t, — r("— ') 



(4) 



dz , di* d.z'n--^' 

— - = z , r= z = «lî-'; 

dx dx dx ^ 

[ d,Y ) \ 

M ♦ * •» — — » s, • • M «f-'îi = 

(d s(î-0\ 



Oi 



O* 
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En général ^ étant donné un nombre quelconque d*é- 
quatîons différentielles renfermant une variable indépen> 

daulect pliisieui.s l'oiiclions de celle variable, silonreprc- 
seule res dérivées, à l'exeeplioJi de eelles dont Tordre 
est le plus élevé, par des lettres, ou aura un système d'é- 
quations simultanées et du premier ordre qui sera équi- 
valent aux équations proposées. 

TBÉOBBIIIÏS StJR LES INTéGRALES DES ÉQUATlOlfS 

SIMULTAl^ÉES DU PREMIER ORDRE. 

626. Supposons, pour fixer les idées ^ que l'on ait k 
intégrer trois équations différentielles simultanées et du 

premier ordre entre une variable indépendante x et trois 
fonctions z, u de cette variable. On pourra en gé- 
néral résoudre ces équations par rapport aux dérivées 

rte "~ P ' rte P ' 5r ~ P 

ou 

(0 



dx dy (h du 



P, Q, R, y étant des fonctions déterminées. Le problème 

proposé revient donc à établir entre les variables x, 
z, u des relations telles, que les diiVérentiellcs de ces 
variables soient proportionnelles aux fonctions Q, 
R, V. 

Je dis maintenant que les relations cberchées doivent 
contenir trois constantes arbitraires. En eilet, les équa- 
tions ( I ) déterminent seulement les acrroissements infi- 
niment petits des varlal)les } , u puni un accroissement 
inliniment petit de x. On peut donc prendre à volonté 
les valeurs de j , z et u pour x=a. En raisonnant 
comme on l'a fait pour une équation différentielle à 
deux variables, on voit que 2 et u sont des fonc- 
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lions déterminées de x, dépendant nécessairemeut de 
leurs valeurs initiales, tout à fait arbitraires. Les* équa- 
tions intégrales doivent donc contenir trois constantes 
arbitraires. Ces constantes peuvent d'ailleurs être rempla- 
cées par d'autres ayant avec elles des relations arbitraires, 
poui vu qu ou puisse déterminer les nouvelles constantes 
de manière que y, z et u aient des valeurs données cor- 
respondant à une valeur donnée de je. 

627. On arrive à la même conclusion par la série de 

Taylor . En efifet, si l'on représente par /« , ( ^ j * ' 
les valeurs de y et de ses dérivées pour jr = a, on aura 

Ensuite des équations 



dy th _lk du 



dx 2 dx F dx P 
on peut déduire en fonction de / , z, i^^ par con- 
séquent i^fC] <lépendra des valeurs arbitraires attri- 
buées k y^ s, Il pour .r = /7. Donc le développement de y 
contiendra trois constantes arbitraires. Les valeurs de z 
et de II dépendront aussi des mêmes constantes. 

Les raisonnements que nous venons de faire s'étendent 
évidemment à un nombre quelconque d'équations. Par 
conséquent m équations du premier ordre entre m -f- i 
'varial'lcs et qui peuvent cire mises sous la fonnc. (i). 
adnictlent toujours tu intégrales contenant m constantes 
arbitraires. Ces constantes doivent être telles, que l'on 
puisse donner èt m des variables des valeurs arbitraires 
pour une valeur quelconque attribuée à la (m -f- 1)^ va- 
riable. 

628. Dans ce qui précède on a su^qposé que les éqna- 

II. lO 
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lions pnipoiée» pouvaiciu èire résolues par rapport 

dérivées Dans certains cas parliculieis cette ré- 

solution est impossible. Par exemple^ sî l'on avait 

dy dz 

en clicrchaul à éliminer Tune des dérivées, on trou- 
verait Féquation 

(2) y — ajî» = o. 

Cette équation peut remplacer l'une des deux proposées. 
l'Ai poi'laiil la valeur de J (prolle iuiiniit dans la ptt*- 
mière des équations (i), on aura 

dz ^ 

d^uù 1 on déduit 

Ainsi quand on ne peut pas résoudre le système pro- 
posé par rapport h toutes les dérivées, le problème se 

simplifie, parce qu'il existe alors entre les variable^ un 
certain nombre de rclaiions algébriques, au moyen des- 
quelles on peut faire disparaître les dérivées dont le 
système n*a pu fournir la valeur. Seulement dans ce cas 
le nombre des constantes n^est pas égal au nombre des 
fonctions. 

iMTtoaATlON DBS ÉQDÂTIOVS SIKULTAWiSS OU FBBIftBa 

OBDEC. 

6^. Soit 

f . dx dy dz du 

nu système d'équations simultanées. Nous avons vu qu il 
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existait trois «quations intégrales, 

IFi (x, «, c, c', c") = o, 

F» (x, ^, X, «, c, €?', c^) = o, 
F, (jc, z, tf, c, c', c") = o, 

c, c', étant des constantes arbitraires. Ces équations, 

résolues par rapport aux constantes, peuvent être rem- 
placées par le système 

(3) a=c, ^ = </, yz^à^i 

OL^ 6, y désignant trois fonctions de x , j , 2 et ti sans 

couplantes arbitraires. On peut donc trouver trois fonc- 
tions de jr,^, Zy II qui conservent des valeurs constantes 
quand on y fait varier simultanément toutes les varia- 
bles. 

Remarquons d'abord que les fonctions P, Q, V ne 
peuvent pas être à la fois identiquement nulles, car alors 

les équations (1) n'offriraient aucun sens. 

Admettons donc que P ne soit pas identiquement nul . 
et prenons x pour variable indépendante . Je dis que P 
ne pourra pas même s'annuier en vertu des équations (3) . 
En effet, Féquation P=s o ne renfermant pas de con- 
stante arbitraire, on ne pourrait pas se donner à volonté 
des valeurs de^, z, u pour une valeur quelconque de x. 

Supposons donc P différent de o, excepté jiour des 
valeurs particulières de x. Eu différentiaut l'équa- 
tion a =5 on a 

dot. - dx , da , dcL . 

— «te H- — r H- 3- </2 -h -7- rfa s= o. 
dx djr dz du 

Mais a =: c étant une intégrale des équations (1), les 
différentielles dx^ dy^ dzy du doivent être proportion- 
nelles à P, Q, R, V j ou aura donc 

If. ^ ^ da. ^ da. „ rfa 

10. 
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Celte équation doit être identique; autrement elle éta- 
blirait une relation entre les variables x. z etu et l'on 

ne pourrait pas donner des valeurs arbiu aires à^, z, u 
pour une valeur particulière de ,r. 

Ou aura donc les trois équations identiques 

p r/a y*'* 0 

(/jc fiy (Iz du * 

p^-HQrf7_^,^l7^V^ = 0. 
dx dy dz du ' 

630. Kéciproquement si l'on trouve, une fonction Ù 
des variables jr j y , u, sans constante arhilraire, telle, 

que Von ait identiquement 

Véquation 

esse 

sera une intégrale des équations simultanées 

d<x dy dz tlu 



En effet , on a 

d^ du 
dadx 



^ \dx ^ dy dx dz dx 
donc 2 et u étant des foncliuns de j; telles, que i ou ait 



on aura 



cix/^dB ^dQ ^d9 ^dB\ 
mais la quantité renfermée entre païen thèses est nulle 
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par li^poihèse, donc 

dB^Of ou 0 A c. 

Il suit de là que sî l'on trouve trois fonctions a, S, y qui 
substituées à Q satisfassent identiquement à Téquation (i), 
les équations 

(3) «=rc, € = c', 7=<!^ 

seront les intégrales cherchées. 

(i31. Des intégrales (3) peuvent se déduire une infi- 
nité d'autres, car r? variant de nianièie que 
les fonctions a, 6, y conservent une valeur constante, 
toute fonction de la forme f («r ^» 7) conservera aussi 
une valeur coBStanie. 

On peutd^ailleurs vérifier directement que réquatioa 

(4) ?(a»^*7) = ^ 

est une înl^rale des équations (2). En effet on a 

! flf^ di^da. d<s>d^ d^df 

dx dadx d^dx d'^dx^ 

d^ d^da dfd^ d<fdy 

djr doidf dQdjr'^ dydx* 

d^ dfda. dfdÇ dc^dj 

dz da. dz d^ dz d'f dz ' 

dts^ d!^d% d^ d^ dtfdy 
\ du dadu d^du dydu* 

Si Ton multiplie ces équations respectivement par 
P, Q, B,V et qu*ori les ajoute, le second memln e sera 
nui eu vertu dcâ équations (6) du n" 629. On aura donc 

dx dy dz du 

G'est*^à-dire que ^ misa la place de ù satislaità 1 équa- 
tion (1). Donc f c est bien une intégrale des équations 
proposées. 

032. Ou peut même démontrer que toute Jonction Ù 



(5) 
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de x^Yy ZjU qui satisfait à t équation 

w.^^ ,r/Ô 

doit se réduire à une Jonction de a^S^y* En e0et, sait 

(a) e=:a(*, j,*,»); 

posons 

(3j «=/,(«, j-jz, a), 6 =/,(x, /,»,««), 7 =/»(*>J'> 

on peat tirer de là les valeurs de jr^z^uea fonction de «y 
y et en les substituant dans la valeur de $f on aura 

(4) ô = ip(a,p,7,x). 

Or je dis que x ne doit pas entrer esplicitement dans 
eette équation. En effet, en mettant cette râleur de 6 dana 
réquatton (i); on aura 

^/(incla fin dit df divX 

\dadx dtda dy dx dx J 

l'dndu dik d^, dit df\ 

.^^Kdld'y'^Ti^^d^f'^) 

W \ . ) = o. 

^j^/rfTrrfa d-n dit dy\ 

\dadz dQ dz dy dz / 

^/ditda d-K d^j dn dy \ 
\ \dadit'^ d^tiu'^ dy du) 

Mais lea fonctions a, 6, y satiafaîsant à réquaiion (i), 

réquâlion (5) se réduit à 

_ die 

dit 

ou a = o 9 

ax 

puisque P ne peut être nul que pour des valeurs parti-, 
culières des variables* Ainsi la fonction tt ne contient 
pas X explicitement et se réduit à une fonction de 
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Suite des équations simultanées. — Equntionf linéaires : ca» de deux équa- 
tions; — cas tle trois équations. — Kt'duclion du cas général an c as où 
ht» équations honi privées de second membre. — Méthode de M. Caucby. 
— Remarque sur le« équaUon» Ifnéalrw. 



(■) 



ÉQUATIONS LIMÉAIHES SIMULTANÉES. CAS l>E DEUX 

ÉQUATlOnS. 

633. Si l'on a tlcux équations linéaires ilii premier or- 
dre entre une variable iudépentlanle x et deux foiic- 
tioD& et z de cette variable, un élimiaaui tour à tour 

^ et ^9 . on obtiendra denic équations de la forme sui- 
vante : 

^ H- V, ^ 

V, F, et£, , désignant des foootioos de x. 
On pourrait appliquera ces équations le procédé d eli-* 
mination exposé plus baut (622), et Ton parviendrait k 
une équation linéaire du second ordre à deux vsriables ; 
mais il est plus avantageux d'employor la méthode sui- 
vante qui a été imaginée par d'Aleiuberi et peri'eciionuée 
par Ampère. 

joutons les équations (i) après avoir multiplié la se- 
conde par itne indéterminée Q : nous aurons 

(3) ^'4-ô^ + {P-+-P'«)r + (Q-î-Q'«)»=VH-v'«. 

Si $ était une constante, ^ ~^ ^ ^ serait la dérivée do 

} -h 6 Z'^ posons donc 

(3) ^ = 



l^a COURS DÂMALYSE. 

il Cil reàuiie y z=t — Qzel 

djr Bdz dt dO 
dx dx da: dx 

L'équation (a) devient «lors 

(4) ^ - -H (P + p'») 4- (QH-.Q'O) »= V H- y 9. 

• Or z n*entrant dans cette équation qu*à la première 
puissance^ on éliminera cette fonction en égalant son coef- 

ficicnt à zéro et Ton aura les deux équatiom 

dd 

' jj-4-(P-i-P'e)ô--Q-Q'e = o, 

(6) -^-H (P -H P'O) / — V — V'ô=îO. 

Véquation (5) ne contient que 9 et x*^ elle détermine 
donc B. Mais, quoique du premier ordre, elle n^est pas 
linéaire, et l'on ne sanra pas en général Tintégrer. C^en- 

dantsi l'on coiiiiaîl seulement deux intégrales particuliè- 
res dt et 6, de cette équation, la question proposée pourra 
être résolue. 

En eflci, ces valeurs étant mises à la place de 6 dans 
l'équation (6) qui est linéaire, on en déduira deux valeurs 
correspondantes de C, U et /|, contenant cbacnne une con- 
stante arbitraire. On aura ensuite et s au moyen des deux 

équations 

Les valeurs de ^ et de iir ainsi obtenues contiendront 
deux constantes arbitraires, puisque ti et r« en contien- 
nent chacun une. 

■ 

634. Dans le cas où les coefficients P, Q, P', Q' s<Hit 
constants, on peut supposer 6 constant dans l'équation (5), 
qui se réduit alors à 

(7) (P -f- F 0)0 —Q — Q'O =r o. 

Cette équation est du second degré et donne deux racines 
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conslaiiies que 1 ou peut prendre pour d| et 6^, si ces rati- 
nes sont illégales. 

Si les racines de l'équation (^) étaient égales^ on n'au- 
rait qu*ane valeur de 9. Mais dans ce cas Téquation (5) 
peut se mettre sous la forme 

(• - ») 

équation dont l'intégrale générale est 

Comme on n'a besoin que de deux valeurs particulières 
de 0, on les choisira He la manière la plus simple en faisant 
successivement c = o, c = oo , d où 

Les équations (i) peuvent donc toujours être intégrées 
quand les coefficients P, Q, F, Qf sont constants. 

IMTÉGRATIOlf D£ TROIS Ëi^UATIOlfS LINÉAIRES. 

(>35. La méthode précédente s'applique avec quelques 
modifications à Tintégration de trois équations linéaires 
simultanées à quatre variables i<. Ces équations 

peuvent d'abord être mises sous la forme 

(IX 

^ + P' > -K s 4- R"/* = V". 

■ ftX 

Ajoutons CCS trois équations après avoir multiplié la 
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seconde par la troisième par X. On a aiusi 

i -f-(Q-+-Q'OH-Q~A)z + (RH-R'e-HRn)ii 

f = V -h V'ô H- V"À. 

Posons 

(2) j-h Ôz-h = /, 

d, , dy ^dz ^ du €U HB d\ 
OU -h ô — = — —S It — • 

dx dx dx dx dx d% 

L*équatioD (i) devieiit 

/ dt dB dl , „ , 

Celte équation ne renferme 2 et u qu^an premier de&^ré. 

En égalant à zéro les rcwffîcients de tes variables, un ré- 
duira donc i'cqualiou (i) aux sui vantas : 

(4) ^-+-(P-hP'Ô -f-P">}ô — Q'Ô— Q"À=:o, 

(5) ^H-(p-t-p'«H-F'i)i— a— R'0— ansio, 

vx 

(6) ™ -h(P-hP'^-l- P"A)f — V — V'O — V"X=o. 
dx 

ï.es deux premières équations ne contiennent que 0 et À : 
files sont dn pi eniier ordre, mais non linéaires. On lie 
sait donc pas les intégrer en général. iSéanmoins, si Ton 
connait trois intégrales particulières di,dt, 0g et trois va- 
leurs correspondantes Xt, Xt, Xg, on pourra déterminer les 
intégrales cherckées. En effet, pour un système de valeurs 
simultanées d, et X,, TtVpiation (6) qui est linéaire et du 
premier ordre donnera mie intégrale correspondante fi, 
ronlenant une eunstanle arbitraire. Un aura de même? 
deux autres valeurs /« et correspondant aux deux autres 
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systèmes et X^, 0» et À». Les trois iotégraics seront donc 

Les v aleurs île > , r;, u qu'on m déduira contiendront cha- 
cune trais constantes arbitiaires. 

636. Dans le cas où les ro( Hit jtnls P, Q, R, P, etc., 
sont constants, les équations (4) et (5) sont satisfaites 
par les valeurs constantes de d et de X que déterminent les 
équations 

(8) (P-t-p'e-hP"A}ô — Q — Q'e — Q''x = o, 

(9) (P ^ P'e 4- P"X) X — R — R'O — R*X = o. 

En |jOi lanl dans la seconde équation la valeur de X tirée 
de la première, on aura une équation du troisiè me deg ré 
en $y qui fournira , en généraU trois valeurs distinctes de 
cette variable, 0,* L*équation (8) étant du premier 
degré en X^ fournira trois valeurs correspondantes Ai, Xf 

i.. ^ 

L'élimination peut se faire de la manière suivante. En 
posant 

(10) P + P'OH-F*X=rp, 
on aura les trois équations 

Hh-R'0-h(R''^P)X = O. 

L'élimination de 6 et de X entre ces trois équations» donne 
Féquation finale 

- R'Q"(p — P> — RP" — Q ) — QP' (p — R") J = 0. 
^ QR' P* — RP' Q " ) 

Soient piy jOa, ^3 lc6 trois lacines de tette équation. 
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L'équalion (6) prenant la forme 



on aura 



On en déduira, en remplaçant tour à tour p par pt^ ptrp»9 
trois valeurs de savoir fi, t^^ contenant chacune 
une constante arbitraire. On aura donc pour les inté- 
grales cherchées les trois équations 

'/ J^+e,Z-+.À,M = <?~''''j^c,H- J (V-f-V'Ô,-t-V"X,)/''*ixJ=:o, 
4-X,« = e"^'' j^c,^. ^(V-h V'0,-^V»X,)/''</«J =0. 

AVT&E MÉTHOOE. 

637. On peut suivre dans rinlcgrallon clos é([uations 
linéaires simiilianëes la même marche que dans les équa- 
tions diflérentielles ordinaires, c'est-à-dire ramener le cas 
général au cas plus simple oà. les équations proposées 
' seraient privées de second membre. Nous allons effectuer 
celte réduction dans le cas où les coefficients des premiers 
membres sont constants. 

Remarquons d'abord que si l'on connaissait trois systè- 
mes de fonctions, (yi, jBj, m»), 11,), { j„ z„ u,) 
satisfaisant aux équations 

^ + P/ -h Q2 -4- R« = o, 



du 
dx 
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OU y âaiisferait encore eu posaut 

s =5 c, s, H- c» + «3 »i, 
«=f, «1-1-^3 «3, 

couime on s'en assure par la subsLiiution , et Fou aurait 
les intégrales générales puisque ces formules contiennent 
t rois consteptea arbitraire s c«^'C.. c*. 

Cherchons maintenant à résoudre les équations (T) par 
des valeurs de la forme 

(l) ttz=:ye-P% 

V désiiijnani des constantes iiMonnues. La substitu- 
tion de ces valeurs donnera les équations 

!P — p-|-Q;a-hR» = o, 
P'+(Q'-p)f--HR'v = o, 
F'-hQ>-h(R"-p)v=ro. 

L élimination de a et de v entre ces éijuaùous conduit à une 
équation du troisième degi^ en la même que Ton a dé- 
duite, par Télimination de B et de X, des équations 

(3) \ Q-t-(Q'-p)ô-hQ"X=:o, 

( R+R'e-l-(R"-p)X=o, 

car on arriverait à ce dernier système en ajoutant los équa- 
tions (a) respectivcmeut multipliées par X et i, et eu 
déterminant 0 et X de manière que les termes qui contien- 
nent fi et y disparaissent d'eux-mêmes r 

Les trois valeurs de p étant désignées pmr p^^ p^^ p^^ et 
les valeurs correspondantes de |U et de v par a,, ; 
V,, Va, V:,, ou aura trois solutions particulière* d'où Ton 
déduira la solution générale 
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638. Prenons mamteDant trois équations ave<: secoud 
membre 

dz 
du 

Cherchons s'il est possible de satisiaii t^ a ces équations 
parlesexpi essiuris (4), mais en regardant Cj, Cf, c, comme 
des fonctions convenables de x. On aura 



dx d:t. dx 



On aurait de même ^ et En subsiituani ces valeurs 

dans les équationa (U), les termes qui renferment Ci, tft> c% 
sont nuls en vertu des équations ( 4 ) , et il reste 

e-px ^ -h — ? H- tf-ft' = V, 

dx a» dx ' 

</x «tr 
De ces équations on tirera les valeurs 

la \ ^ 
Xt» x» étant des tonciious de X : d'où i ou conclura 

f , = J + ^«» 
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Ces valeurs, substituées dans les formules (4), doiMieroilt 
les intégrales du système (II). 

MÉTHODE DB M. CA.VCHY. 

639, Soil proposé d'iotégrer le système 

Cherchons des fondions Y,Z,Uqui, substituées à la 
place de y, «, m vérifient les équations 

^-hP^-4-Q»H-R« = o, 

(2) { ^ + P>-hQ'î4-R'« = o, 

et telles, que pour a? s= a on ait 

Y=:F(a), Z=:F.(a), U = F,(a). 

'Pour trouver des fonctions Y, Z, U qui remplissent ces 
conditions, il suffira de déterminer les constantes qui en- 
trent dans les intégrales générales du système (a), 

Z = ^,(.ir, Cl, t'„ c,), 

de manière que l'on ait 

l F (a)=;y (a, ««, fj), 

(4) I F, (a) = (p, (a, C,, r„ Ta), 

( Fî(a) — ©^(a, c,, f„ rj). 

On aura les fonctions cherchées en portant dans les équa- 
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lions (3) les valeurs de tj, c,, déduites des équa- 
lions (4)- 

CjiaA^la^L ^iaimenant je dis que les écpiations (i) seront 

l( fj satisfaites en posant 

(5) r = r Td%^z~ i Zda^ ttzzz r Vda, 
Jù Jo' 

En effetj d'après Thypothèse, on anra 
et, eu substituant daus la première des équations (i). 

Cette ^pation est identique, car elle revient à 
jf* ^« + PY QZ 4- RU ] = o, 

et la quantité renfermée entre parenthèses est nulle par 
hypothèse. On véri liera de même que les deux autras 
équations du système sont satisfaites. 

On a donc une solution particulière du système (i) : 
déslgnons>]a par Mais si dans les équations (i) 

on remplace j, z, a par > -h j,, ^-f-^i, on 
obtiendra le système (2). Donc, en ajontant aux valeni's (5) 
les intégrales générales (r, ^, //), de.s équations privées de 
second membre, on aura intégré complètement le sys- 
tème (1). 

KEMABQIIB SUE LB8 ÉQUitTIOUS SIHULTA2f£BS. 

041. Soient 
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deux équations simultanées du premier ordre, daus les- 
quelles y 2! désignent ^ et ^» Soient 

(a) = 6} 

les intégrales complètes du système (i), a et ^ étant deux 

ronstaiitcs aibitraires. Les çquations (i) doivent devenir 
identiques quand on y remplace et z par les valeurs (a). 
Donc si l'on pose 

(3) „ = . = f h>><vHi d^xtv.,-» 

' da du \^ 

. du d^Y dy* 

dOU ~= —:=.—% 

d.r (ladx da 
dj^^ d'z _dz' 
dx dadx da ' 

on aura, endifférentiantpar rapport à a les équations (i), 



(4) 



<(y ** dy' dx"^ dz^ d^ dir ~ ^' 

dï du dF d¥ dv 

V -\ — - — SS5 O. 



i d¥ 

\ — le -h - 

\ dy (if dx dz dzf dx 
On arriverait encore aux équations (4) en posant 

dy àz 
(5) u^-l, u=-^ 

et en différentiant les équations (i) par rap|iori à b. Il 
suit de là que si Ton considère uelv comme des fonctions 
inconnues, le système (4) admettra les solutions particu« 
lières ( 3 ) et (5) . Donc ses intégrales générales seront (637) 



(6) 



da db 

à dz ^ dz 



A ei 1) désignant deux constantes arbitraires. 

H. 1 1 
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CINQUANTE ET UNIÈME LEÇON. 

Int^éitioB de* équations aux différentielles pai tielles, — Équations qui se 
ramènent aux équations dilTérentiolIes (trdinaîres. - Kliiiiinatiuii dos 
fonctît»Tis arbitraires. — Équations linéaires et du iin'niicr nrilre h deux 
variables iudépendaotes. — Cas de trois variables indépenUanles. 



ÉQVATIOIIS QUI SE HAMÈNEKT AUX ÉQVATIOHS DIFrÉEEN' 

TIELLES OUDIJVAIRES. 

64â. Le problème qui fait Tobjet du calcul inverse des 
iifférences ou des différenlielles partielles consiste à cher^ 
cher une fonction connaissant une relation entre cette 

foiiclion, les variables doiil elle dépend, el une ou plu- 
sieurs dérivées parlielles de cette ioutiiou, prises par rap- 
port à ( es variables. 

643. Nous commencerons par un cas particulier très- 
simple, celui où Téquation donnée ne renferme que des 
dérivées relatives k une seule variable. II faut alors trai- 
ter réquation comme une équatiou dilieieiilielle ordi- 
naire , mais en ayant soin de remplacer les constautcs 
arbitraires qui entrent dans Tintégrale par des fonctions 
arbitraires des autres variables. Soit, par exemple, 

du 

^ =-- 3*V5 
en regardant y comme une constante, on a, 

et en remplaçant la constante C par une fouctiou arbi- 
traire de 

On trouvera de même que Tintégrale de Féquation 

du 

xr —, — h fl« s= o 

dy 

est = 

9> (r) désiî^nant une fonction ari>itraire de x. 
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644. Ce procédé peut quelquefois s'étendre à des équa- 
tions où entrent des dérivées partielles relatives à deux 
variables. Soit, par exemple, 

rf'a du 

Ën posant ^ = on a 



dp 



équation linéaire et du premier ordre qui donne 

(a) p^0^i^(a:)-^x Jye^dy^^ 

d'après la dernière formule du n*S08, la constante arbi- 
traire c étant remplacée par la lonciion arbitraire çp [x). 

Si maintenant on intègre l'équation (2) par rapport 
à X, on aura 

^(y) désignant une fonction arbitraire de y. Connue 
d'ailleurs 



/ 



et que f (^[x) dx peut être rerTi{)ta( é par une functioii ar- 
bitraire on aura détiuitivement 

ÉLIMlHATIOlir DES 1 OJNCTIOWS ARBilKAlRES. 

645. Si eu li e Téquation 
(l), F(*,J,c)=:0, 

où c désigne une constante arbitraire, et sa difTérenlielle 

d¥ . dF . 
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on élimine c, l'équation résultante 

(a) /("^.Ê)=<' 

exprime une propriété commune à toutes les équations 
que Ton obtient en donnant à c différentes valeurs, et, 

pai siiile, une proprieié relative à la laiigente de toutes 
les courbes représentées par rtt|uation (i). 

Uu théorème analogue a lieu pour les équations où 
entre u ne fonction arbitraire de deux fonctions des 
mêmes variables. Soient, en effet, 

deux fonctions déterminées des variables x% z\ éta- 
blissons entre a et S une rdation arbitrai re 

(3) «=f(«)- 

et différentions tour à tonr Téquation ( 3 ) par rapport à x 
et par rapport à y ; nous aurons 



(4) 



dx dz 



( da. d'x \ 



1 



et en éliminant la fonction {ot) entre ces deux équa- 
tionSf nous obtiendrons une équation de la forme 

P, Q, V étant des fonctions de x, y et z. 

Celle équation exprime une propriété commune a tou- 
tes les équations de la forme 

et, par conséquent, une propriété commune au plan taii- 
geui de toutes les surfaces que ces équations rcprésenlcut. 
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046. On arriverait encore à l'équation 

si les fonctîbns a et 6 étaient liées entre elles par une équa- 
tion de la forme 

En effet, on aurait, en différentîant Téquation (i) par 

rapport à x et à y, 



dm Ida doL \ df /de de \ 
. j </<» /dx rfo \ rf? /di de \ 



Ces deux équations ne renferment que le rapport des 
deux dérivées partielles ^* £n éliminant ce rap- 
port, on retombera évidemment sur une équation de la 
forme 

647. On ramène à Tun des cas précédents Téquation 

F étant une fonction déterminée, (p (a) une fonction arbi- 
traire, et a une fonction déterminée /t (^) J» En 

cifet, si Ton pose 

(a) »{«)=«. 

on aura F (i, j, i, 6) = o, 

d*où résulte 

(3) ^ , 2). 

Ainsi Féquation (a) établit une relation arbitraire entre 
deux fonctions déterminées des variables x, y et z, 

64b* Soient maintenant trois fonctions de quatre varia- 
bles, XjjTf Z et u, savoir: 
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et, <j> désignant une fonction arbitraire, supposons que Ipn 
ait Téquation 

(3) «^{«, 6, 7)œo. 
Posons , pour abr^er^ 

du du du 

et différendons Téquation ( a) tour à tour par rapport 
èiXy jret £\ nous aurons 

fdoL da. \ fff f dt \ . df^ fdy dy \ ^ 

d^\di'^dii^ ) ~^d^\di'^di'i^) '^d^f\di'^d^^) 

}diffd<x. da \ df/d€ J6 \ dtffdy dy \ 
da\dz '^du'' j'^d^Xdz '^li'' ) dy\dz '^du'')''^' 

r - • • I do da diO d ® 

L élimina tiou des rapportii -7^ : ~ » ~d i-r tjuue ces 

dat dy d» dy 

trois équations, conduira évîdemmeni à une équation 
aux dérivées partielles de la forme 

(4) P/?-i-Qy-f-R/- = V, 
Plus géneralemeui toute équation 

(i) f (a, 8,. . ., X, fft) = o, 

où 9 désigut' une foncticjii arbitraire et a. ê,..., X, [x^ des 
fonctions déterminées m-^ i variables» conduira, par 
le même procédé , h une équation linéaire aux diiïeren- 
lielles partielles à laquelle devront satisfaire les fonctions 
6,. . .9 fi, quelle que soit la fonction f r 

650. ËzBifPLEs : 

En diâérenliant tour à tour par rapport a a: et a f , on 
aura 
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a OÙ Ton conclut ^ Gi^ J 

p — q •+- i = o . 

On aura par la différentiation 

. En éliminant ^^j et / entre les trois équations 
précédentes, on aura 

/>* H- 57 = m«, 

ou * -5- / -r = 

dx dy 

On retrouve ainsi une propriété connue des fonctions 
homogènes (1, 169). 

ÉQUATIONS JJWéAlR BS ET OU PRBMIER OBDAB A DBUX 

661. Soit 

(1) Pp4-Qgr = R 

une écpiation dans laquelle P et Q désignent des fonctions 

données de j ol p q les dérivées partielles ~ > 

~ Intégrer celle équation, c esi Irouver uue autre équa- 
tion 

(2) F(x,/, «)=:o, . 

telle que les valeurs de f? et de ^ qui s*en déduisent ren- 
dent identique Téquation ( i ) . Or nous venons de voir 

(|u'on parvient à une équation telle que ( 1 ) lorsque deui- 

tonclious 

(3) «=/{4r, €=/,(jr, 
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étant liées par une relation quelconque 
(4) «==f{6), 

on âinune la fonction arbitraire ç . Dès lors il est naturel 
âe cberclier à satisfaire à l'équation ( i ) par une équation 
de la forme (4)- 

65â. Supposons donc que l'intégrale de Téquation 

(1) P/»4-Q^=ïR 
soit 

(2) a=:ç(6), 

a et 6 étant des fonctious iuconnueâ de x, j^el z. On tire 
de l'équation (2) 



(3) 



da. dcL tj^\ 1'^^ ^ \ 

da. da. ..^^ f d^ d^ \ 



Il fautj [yu'en éliminant p et q entre les équations ( i ) 
et (3) on retombe sur une équation identique ou qui de- 
vienne identique en ayant égard à Téquation (2). 

Si l'on ajoute les équations (3) après les avoir multi- 
pliées respectivement par P et on aura 

ou bien, en ayant égard à l'équation (i), 

Or on saiisiti a itU ntiqiîcment à cette équation, quelle 
que soit la ionction f , en choisissant les fonctions « et 0 
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de telle sorte que Ton ait 

(5) ' ^ 

et ces conditions seront remplies (629) si l'on prend pour 
a et 6 les fondions f (or, z) , (a:, j, z) qui, égalées à 
des constautes, donnent les intégrales des équations si- 
multanées / i I / ^ 

!^ — ^ - ^ ' f / 

p — Q - R* > 

D'ailleurs , toute intégrale 

(6) F(a.-, ^-,z) = o 

de Féquation (i) peut être mise sous la forme (2). Eu 
effet, on tire de Téquation (6) 



df d¥ dF dF 



et ces valeurs étant portées dans l'équation (1) qu'elles 
doivent rendre identique, puisque F = o est une inté- 
grale, on aura 

lie ^ rff dz ^' 

d'où Ton conclut (63^) tfueFestuneibnctiondeaelde c. 
Donc r éi|ttatiûn (6) équivaut à une relation, a = 9 (ê), 
entre ces deux fonctions. 

De là résulte que non-seulement l'équ ation (2) 

« = y (6), 

dans laquelle or et € désignent des fonctions qui remplis- 
sent les conditions (5) et ^ une fonction arbitraire, satis- 
fait à Téquation { 1) , mais encore que c est 1 équation la 
plus pjénérale qui résolve le problème. 
On arrive donc à cette conclusion : 
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'\ Si 

sçnt les intégrales di» système €A^^ j 

et si ton pose 

Vintégraîe de l'équation ^ 0^^»^^^ 

^ désignant une fonction arbitraire. 



()53. On satisferait «ncore à Téquation 
en posant 



^da ^ dix , /^d€ ^ dft ^ fi^ \ 



vOU bien 



^ da ^da . 



ds _rfe _rfe 1 



/ Mais ( es nouvelles solutions, n'établissant pas en géné- 
\ ral Je relation calre les iouciioiis a et 6, ne reiitreui^as 

J dans llnlcgrale 

/ « = t(6), 

ei cousiitueut le plus souvent des solutions singulières. 

654. On doit remarquer que l'intégrale a = y (6) con- 
viendrait encore aux équations 

dy dy 

dx ^ (te _ 
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dont rîiîlégration dépend du même système d équations 
simultanées 

djc tijr dz 

T"" Q"~ a' 

655. ËxBMPLEs : 

Il faut chercher les iotégrales des équations 

* y o * 

qui sont 

Donc l'équation proposée est satisfaite par 
• désignant une fonction arbitraire. 

2". px* — qxy = — ^. 

Il iaut intégrer les équations 

I 

La première revient à 

dx dy 

T 

La seconde revient à 



d*où 6=«r. 
^ y 



dx x^dz 
On en conclut s = ^ jr^ 4- ol. 

Donc Tiniégrale cherchée est 
9 désignant une fonction arbitraire. 
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Solutôon* a =5 (p (x -j- j). 

4». ^x=o. 

Solution. « = ^ (a?» H-j^*). 



ÉQUATIOJNS QUI KËI«iF£RMEr<T LES DÉRIVÉES D UKE FOMCTtOK 
DE TROIS VARIABLES IUDÉPEUDAUTES. 

656. La méthode suivie dans le cas de deux variables 

iiuU'peiidantes s'étend facilement au cas d'un ruMulire 
(|uelconque de variables. JNous examinerons seuicmeni le 
cas d'ime équation du premier ordre renfermant les déri- 
vées d'uDe fonction de trois variables indépendantes. 

H&f, Soit proposé d'intégrer Téquation 

dans laquelle P, R, V sont des fonctions de quatre va- 

riaMes X, y, js, u, et g, r désignent les^érivées par- 
tienm de considérée comme fonction dex^y^ z, savoir 



du du du 



Posons 



W { € =/<ar, 7, z, «), 

,A /i' Jt étant des fonctions inconnues de x^y, z, f/. 
Soit 

(3) a^^(6, y) 

I ijilo^iaie di i iqualion (1). 
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On tire de réqualioti (3) 

dd da. df / d& \ fl<^ / dy ^7 \ 

7û~^du^~d^\in:'^d7t^) "^dy \dr'^di^)' 

,,,) da dot, do f d^ </6 \ do / dy dy \ 

dct da do / dQ rfS \ d<^/dy dy \ 

dz'^dtt'' d$\dz du'^ ) dy\dz ~^ du'' ) 

Ajoutons ces équations , après les avoir respectivement 
multipliées par P, R. H en résultera , en ayant égard 
à Téquation (i), 

tùe djr dz du 

dy \ dx dy dz du J 
Or cette équatiou sera sâlistaitc, quels que soieut ^ et 

j 

et, par conséquent, quelle que soil la fonctiou f , si 

ay 

Von prend les fonctions inconnues a, S, y, de (ellasorte 
que ^ 

(6) a = c, 6 = c', yzizc" 

soientvles intégrales du système 

dac djr dz du 

puisque les trois fonctions (6) rendent ideniiquc 1 équation 

^d$ d^ ^dO ^dB 
dx dy dz du 

Dès lors cLj 6, y étant ainsi déterminées et <f désignant 
une fonction arbitraire, Téquation (3) sera l'intégrale de 
Féquation proposée ( i ) . 
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Oo prouTcra , d*ailleur8, qn^on a la scdulioxi la plus 
générale dn problème proposé en faisant yoir, comme au 

II** 652, que toute intégrale de 1 équation (i) équivaut à 
une relation entre les fonctions cf, S, y. 

658. On remarquera, comme dans le cas de trois varia- 
bles (654), que la résolution du système (6) fournira Tin- 
tégrale des équations suivantes 

dx dz du 

djr dz au 

6o9, Exemple: 

du fin du 

^ ' dx ^ dy dz 

Il faut d'abord intégrer le système 

dx dy dz du 

X y * mu ' 

d'où I on déduit 
et, par suite, 

c'csi-à-tlireque u est une fonction homogène et du degré m, 
des vai iables T, r-. z. L équation (i) exprime, en effet, 
une propriété connue des fonctions homogènes (I, 169). 
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CINQUAME-DEl'XIÈME LEÇON. 

Application àt U théorie des é^tiom wt d0Sr€t^llet fmrtiettes. — 
Surfaces cylindriques, — coniques, — conoïdes* — SùrfaCM de révo*' 
lotion. — Lignes de niToau , — de plus grande pente. 



SirilFACBS CTLTKDILIQVES. 

660. On appelle sur/ace crlindrique^ toute surface 
engendrée par une droite indéfinie MN qui se meut pa- 
rallèleinent k une droite donnée OD, en «'appuyant con- 
stamment sur une courbe donnée AB, nommée diree^ 

trice. 
Soient 



I X =z az oiy 



les cHjuaùonsdc la génératrice MN : a et b sont des coef- 
ticicnts constants qui expriment que MN est parallèle à 

OD ; a et 6 sont des paramètres 
variables avec la position de la 
génératrice. Soient # 




F (a:, y, 2) = 0, 

î'i(«,r»») = o» 



les équations deladirectrice AB. 
On exprimera que cette courbe 
et la génératrice se rencontrent, en éliminant y ^ ^ 
entre les équations ( i ) et ( 2 ) . Si 

(3) <p(«,êJ = o 

est le résultat de cette élimination, il faudra pour avoir 

l'équalion de la surface cylin(lri(|ue éliminer a el 0 entre 
les équations (i) et ce qui doune 
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ou 

(4) x^bz = 4f{x^az), 

^ désiguant uue foDCtion quelconque. 

664 • Réciproquement tonte surface dont F équation a la 

formt' (4) i cylindrique, car vviie surface contient les 
droites parallèles qui ont pour équations 

X — = 

left constantes a et 6 satisfaisant à Féquation 6 ss*^ (a). 

66â. Pour avoir l'équation aux difi^enlielles |MirtieUes 
des surfaces cylindriques, on différentiera l'équation (4) 
tour à tour par rapport kx elkjriea posant 

on aura 

— bp=s^'(x — as) ( I — mjf)^ 
I — bq = — (« — a« ) X 

d'où résulte 

(5) «jp H- ^9 = I . 

6()3. Cette é(|ualion exprime (jue le plan tangent à la 
surface est loujour> p.u allèle aux génératrices. 

En effet, le plan tangent eu un point quelconque x^y^z 
de la surface a pour équation 

et la condition pour que ce plan soit parallèle à la droite 

est, comme l'on sait, 

664. Pour intégrer l'équation des surfaces cylindri- 
ques ^ 

ap «-^ bif ^ 1 9 
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il faut d'abord intégrer le système 

ce qui donne 

X — eiz =z c , 

par conséquent Téquation ^ (x — az, y — ^2) =^ o^ ou 

JC — <ï» = 4» (jr — bz) , 

est Tintégrale cherchée. 

665» La fonction arbitraire ^, qui entre dans Tinté- 
grale générale, p«ut être déterminée par diverses condi- 
tions. 

Si. [)ar evrniple, on veut qur la suiTace cylindrique 
passe par uue courbe duouée 

(0 F(.r,j,»)=r o, F,(«, j^,«)=so, 

on fera 

(3) ar — = X — = 

Les (kjnali(ui> (i) cL (2) doivent ôtre salisfaitcs par les 
mêmes valeurs de x, y, pour que tous les points de la 
courbe soient sur la surface. En éliminant x,y, JS entre 
ces quatre équations^ on trouvera une relation telle que 
^ (a, @) =s o, d'où 6 = ^ (a); on aura donc par ce calcul 
la forme particulière de la fonction 

666. Si la surface cylindrique doit être circonscrite 
à une surface donnée 

(1) F(x,jr, a) = o, 

on commencera par déterminer la courbe de contact , ce 

qui 1 amènera le nouveau problème au précédent. Or (1) 
est déjà une des équations de cette courbe. On olii* iidra 
une seconde équation en exprimant que.la surface donnée 
et le cylindre ont ie même plan tangent en tous les points 
de cette courbe. 

IL 12 



• 
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Le plan tangcnl à la surface (i) a pour équation 



L'équation du pian lancent au cylindre est 
Z-»=/>(X-«)-h7(Y — ^ ): 
ou aura donc 



(tx 



dy 



' a y ^ al 

dz dz 

En portant ces valeurs dam Téquatiou 



on aura 
(a) 



dY ,dF dF 

<i — H- 0-- h — = o. 

d.T df dz 



Les équations (i) et (2) détcrmiucut couipiétement la 
courbe de contact. 



SVKFACES CONIQUES. 

667. On appelle surface conique nue surface engen- 
drée par une droite indéfinie KN, qui passe par un point 
fixe K et rencontre constamment une courbe donnée 
ANB. 

Soient rt,/>, c les cooi-doniiécs du point K . La généra- 
Fig, 117. Irice KIN sera rcprésonléc, dans 

une de ses positions, par les 
équations 

IX — « = a (z — c) , 

« et S étant deux paramètres qui 
varient avec la position de la 

génératrice. Pour trouver la rc- 
latiou qui existe entre ces paramètres, on éliminera jr, / 




(•) 



i 



Digitized 



CINQiJAllTE*t>BUXIÊHB LBçON. tyg 

et z entre ks équations (i) et les équations 

qui représentent la directrice ANB. On obtiendra ainsi 

une relation 

(3) y(«,6) = o, 

et si ensuite on t liiuinc a et o entre (i) et (3), on aura 

(X — a Y — b\ 

(4, = * , 

équation générale, en quantités Jtnies, des surfaces coni- 
ques. 

068. L'équation (4J> clitlérentiée par rapport à x et ky, 
donne 

(z-^r ) — (j— b)q _ , ( ^ — ^ \ r nAfSZflj'] 
En éliminant ^ ^ j entre ces équations, on aura 

z — c — fr — b)q (jc — ûjy 

ou ^ 
(5) « — c = (x — (y — ô)^, 

équation aux différences partielles des surfaces coniques. 



L Pour intégrer directement Téquation (5 )j on ré- 
soudra le système 

ffx djr dz 

X — a jr — b z — c ' 

qui a pour intégrales . 

z — e s — r 

12. 
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dVù Ton condul 



z — c \z — c J 



c*est*àHiire Téquation (4)* La fonction arbitraire ^ sera 
déterminée par la condition que la surface conique passe 
par une courbe donnée ou soit tangente à une surface 
donnée. La marche à suivre pour résoudre ces problèmes 

e&t indiquée aux u"^ 665 et 666. 



SURFACES COMOIOES. 



670. On appelle surface conoïde toute surface engen- 

Liice par une droite qui est toujours parallèle à un plaiT 
donné, nommé plan directeur, et assujettie à rencontrer 
une droite et une courbe données. 
Prenons pour plan des xy un plan parallèle au plan 

directeur, et pour axe des z la di- 
rectrice recti ligne. 

Soient 




(0 



F(^, y, z) = o, 
*) — 



les équations de la directrîce cur- 
viligne AB. 
Les ét£ualionscle la génératrice MN seront 

(a) »=«, 7 = 6jc, 

et si l'on élimine z entre les quatre équations (i) 

et (2), on aura une certaine équation 

(3) 6)=:o 

exprimant que la génératrice rencontre la directrice AB. 
Si donc on élimine a et ^ entre les équations (2) et (3), 

on aura ? ~ j = <>ti 

(4) —g): 
c'est 1 équation cherchée. 



• 
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671, En différeuliaut l équaliou (4), ou aura 



181 



d'où Ton conclut 



équation oiiX dijférences partielles dt-s sui i.icej. cfMioïdcs. 
Cette équation exprime que le plan laugeot en un point 
quelconque contient la génératrice correspondante. En 
effet, si dans Téquation du plan tangent 

Z — * = (X - or) -h *7 (1 - /) 
011 fait X = o, Y s= o, on a 

Z — a = — /'j; — '// = <>• 

Le plan laui^L iit rencontre doncVaice des z au même point 
(|ue la génératrice KM, et, par suilo, il contient cette 
droite avec laquelle il a déjà le poin t M ( uuuuuu. 

SURFACES DE RÉVOLUTION. 

ë72. Les surfaces de, révolutiomoui celles que i on 
obtient en faisant tourner une certaine courbe amour 

d'une droite fixe. 
Pour plus de simplicité prenons Torigine sur l'axe OD 



Ftg. 119. 



Soit AMB la courbe géné- 
ratrice. Dans le mouvement 
de cette ligne chacun de ses 
points décrit un cci cle et 
Ton peut considérer la sur- 
face de révolution comme 
le lieu des circonférences de 
cercle qui ont leur centre 
sur Taxe, leur plan perpendiculaire à cet axe et qui ren- 
contre ut la courbe AU. 
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Soient 

a b 

(i) *=^j*' 

les équations de la droite CD et 

(a) l H-j'H-*' = at 

\ ax -\- hy H- cz = 6, 

les tqualiouâ du ccrcie mobile, considéré comme l'iiuer^r 
section d'une sphère ayant son centre au point O et d'un 
plan perpendiculaire à Taxe Op. 
Soient 

les équations de la courbe' AB. En exprimant que le cercle 
et la courbe se rencontrent, on parviendra à une certaine 

relation 

(4) ^(a, 6) = o, 

et si Ton élimine ensuite a et ê entre les équations (2) 

et (4)) ou aura 

^(«'4-/*^-*% ax bjr cz) s=i o 

OU 

(5) «JP-f- -4-tf2s=:*(2r»-hj» + z»), 

équation générale, en quantités finies, des surfaces de 
révolution. 

673. Pour obtenir Féquaiion aux différences partielles 
on différentiera i ^équation ( 5 ) . On aura 

d*ott, en éliminant la fonction 4*^, 

a cp X zp 
b-^cq ^ jr -^zq 

ou 

(6) {cjr -^bz)p + (a9 — c.v) q = bx — ay. 
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(K{ nation aux différences partielles des smi'aces du révo- 
lution. 

074. Celle c([uatiou exprime que loutes le& nuiiiialcs 
d'une surface de révolution rrnconlrcnt Taxo. 

En effet,. si Ton élimine X, Y, Z entre les équations 
de la formate 

I X — .r -h/>(Z — z) zz: o, 
^'^ i Y-rH-7(Z-z) = o, 

et Jl's étjiiatiolis do Taxe 

(8) • X=^Z, Y = '-Z, 

c c 

on retrouve prédsémeut l'équation (6j. 

675. Pour intégrer Téquation 

il faut commencer par intégrer les équalious simulta- 
nées 

fi.T flr fiz 

Vf — bz az — r.r bx — uy 

Or, si Ton représente par</£la valeur commune de ces 
trois ra[>[)ort8, ces équations reviennent aux suivantes : 

I rf* [VJf — bz) tlty 

(a) < dy ^[az — cx)dty 

\ riz = (bof — ay) Ht, 

L'iH ajoutaul ces équations multipliées respectivement 
par JF, r» on trouve 

xdx -h ydy H- ulz = o, 

d'où .r' -r / 'H- S' = C. 

Ensuite si Ton ajoute les mêmes équations respective- 
ment multipliées par a^b^c^ on a 

d'où rt.t' -h 6/ H- *;3 = C 
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Donc Fintégrale générale de Téquation (i) sera 

(3) ax -h bjr -hcz=: (t>{x^ -^-y -h z'). 

676. Les équaiions (i) et (3) prennent une forme plas 
simple quand ODest Taxe des z. Elles se réduisent à 



On pourrait les Uouvt;r direclerueiU. 



DBS LIGUES DE KIVEAO ET DES LIGHES DE VLUS GEANDE 

PEHTE. 

677. Soit une surface 

»=/(*> r) 

rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires el 
supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes 
de niveau les sections de celte surface faites par des plans 
horizontaux. Une ligne de niveau aura donc pour équa- 
tions 

» — /(*» r)= A« 

h désignant une constante. On lire de la seconde écjuatioa 

et cette relation entre les dérivées partielles p ci q aura 
lieu quelque soit A. Elle exprime que la tangente à la ligne 
^ de niveau , en un point M de la surface , est parallèle à la 
trace horizontale du plan tangent mené à la surface par 
ce point. 

Si Técjuation de la surfacf c'init ]'(.? , ■} ,, z) = o, ou 
obiienclrait Téqualiofi diliérenliellc des lignes de niveau 
en éliminant h entre les équations 

^\,^iX>*n = o, --z — H— ---— = 0. 
^ ' dx dy dx 



X 
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d78. Oa appelle ligne de plus grande penic d^uue 
surface une courbe qui, en chacun de ses points, a pour 
tangente celle des ungentes à la surface, en ce m^uie 
point, qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. 
Qnand la surface est plane, la ligne de plus grande pente 
est une droite perpendiculaire à la trace Ijorlzoutale du 
plan. Dans le ras iîénéral , la taiii^entp à la ligne déplus 
grande pente, en un point M de la surlace , doit donc être 
perpendiculaire à la trace horizontale du plan tangent au 
point M, Par conséquent, la projection horizontale de 
celte tangente sera aussi perpendiculaire à la trace du plan 
tangent. 

Or le plan lauj^ent au point M(x,j^, z) a pour équa- 
tion 

Z-2 = /.(X-x)-i-.y(Y-r), 
sa trace aura donc pour écfuations 

Z = o, — * = /?(X — «a?) ~H 9 (Y — /)• 
Donc le çocflicicnt angulaire de celle liacc est — Celui 

de la projection de la courbe de niveau est y-» Ou aura 
donc j/ 

OU /j(/f=:qdr, r» 

équation différentielle qui représente la projection» sur le 
plan horizontal, de untjcs les courbes de niveau. 

679. La tangente à la courbe de plus grande pente qui 
passe par le point M étant perpendiculaire à la trace hori* 
zontale du plan tangent, est aussi perpendiculaire à la 
tangente menée à la courbe de niveau par le point M; de 

sorte r^unne li^ne de pins gratifie peiita coupe à angle 
droit h.jiilcs les lignas de iti^'aiiUy et récipi (xineniciil Louie 
courbe (^uL jouit de cclic propriété eU une ligne de plus 
grande pente ^ 



4- 
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Il résiihc de là que dans une surlace de révuluiion dont 
1 axe est perpendiculaire au plan des a^, tous les méri- 
diens sont des lignes de plus grande pente, puisqu'ils conr 
pent h angle droit les parallèles qui sont évidemment des 
courbes de niveau. 

680. Appliquons les théories précédentes à 1 ellipsoïde 

Les lignes de niveau seront représentées par les équa- 
tions ' 

elles ont donc pour projections, sur le plan des xj, des 
ellipses semblables à rdlipse principale qui est située dans 
ce plan. 

Pour obtenir les lignes de plus grande pente, il faut in- 

légrcr Téqualion ^ """" " 

Mais ici on a 

C*X C'Y 

Ëu substituant dans Téquation (i) et simplifiant, on 
aura 

équaiioii dans laquelle les variables se scparcut imaiédia- 
tement. On a ^ 

d'où 

(3) 

y est une constante qu'on détermine en exprimant qui? 
la courbe cherchée passe par un point donné. Par exem- 
ple, si l'on vcul avoir la ligne de plus gi aii'lo pcnic qui 
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passe par le point dont les coordonnées sont 



* = «f r = o, z = o, 
on aura, en subsiituant dans 1 équation (3), 

d'où 7 = 0. Donc^ 

est l'équation de la projection horizontale de la ligne 
cherchée : en d'autres termes , la ligne plus grande 
pente est l'ellipse principale située dans le plan des zx, 
n est évident, en effet, que cette ellipse coupe à angle 
droit toutes les courbes de niveau. La même chose peut se 
dire de rinterseélion de la surface par le plan des zj . 

(381. Si Ton cherchait la courbe de niveau passant par 
le sommet situé sur l'axe des Zy Téquation (i ) se rédui- 
rait pour ce point à 

0 = 0, 

et ne déterminerait pas 7. Et cela doit être, car en ce 
point le pian tangent à la surface est horizontal , et la 
courbe de niveau se réduit à un point. Toute droite pas- 
sant par ce sommet et située dans le plan tangent peut être 
considérée comme tangente à une ligne de plus grande 
pente. 
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QiÊ€$tiM$ fvt ettudiÙÉêmt à des équMÛMS «ax Sj^érences ptirlieiteê dFtm atàte 
supérieur ait prenùer,-^ Surfaces développables.— Intégration de l'équa* 
tion des aurfa«ee dérdoppaUM. — Surfaces r^léea. Équalion de la 
corde vibrante. 



' DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 

082. Ou nomme swjaccs dè{>eîof)p(thlt'S celles qui 
étaal supposées flexibles et inextensibles peuvent s'appli- 
quer sar un, plan sans déchirure ni duplicature. Tellf 
son t les surfaces cylindiîques et les surfaces coniques. 

Toute surface développable peut être considérée comme 
étant Je lîeu des tangentes à une certaine courbe, nommée 
arclc (le rehroussemeiU de lasui facc. II u y a d excep tion 
que pour l e < one, où Tarête de rebroussemenl se réduit à 
un point, et pour le cylindr e, où cette courbe passe à Tin- 
fini \ mais comme nous avons déjà examiné ces cas parti- 
culiers, nous en ferons abstraction dans ce qui suit. 

683. Soient 

les équations de Tarête de rehroussemcnt. Les équations 
de sa tangente en un point (sr, o, y) seront 

^ — ?(?) = ?' ('/)(«— v)- 
En éliminant y entre ces équations, on aura Téquatiou 
de la surface développable. Mais au Heu d'opérer cette 

élimination qui ne ])eut se faire qu'en particularisant la 
forme des fonctions / et ^, nous allons cher( lier une équa- 
tion aux dérivées partielles, indépendante de ces fonctions, 
et qui exprimera une propriété commune à toutes les 
surfaces développables. 
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684. Les équations (a) déterminent z eiy quand x et 

y sont connus. On peut donc ronsidérer z ety comme des 
fonctions de x et de y. Kn diil'crentiant ces équations par 
rapport à a; et à j^, on aura 



(3) 



dx) 




\ ''7 
--f^di' 






dy 


.Iy\ 

dx) 


+ ?" (7)(» 


lly 






v''7 



OU bien, en simplifiant, 

( -=/>./'(7)-^/^(7)(^-7)£' 



(4) 



o=/>?'(7)-+-f*(7){»-7)^» 

I =r (7)-^f'{7)(^-7)^• 



Or on peut éliminer entre ces quaU*e équations 



(z — y) ^» [z — 7)^ 7î ^'^ il restera une relation 



entre p et ^, 

(5) 

équation du premier ordre qui convient à toutes les sur- 
faces développabteS) mais dans laquelle il entre encore 
une fonction arbitraire. 

685. Ce résultat s'accorde avec ce que nous avons 
trouvé pour les surfaces cylindriques dont Téquation aux 
différences partielles est 

a^) bq ~ i , 



tyo COliRS D*A1IALYSE. 

Il semble qu'il y ait exception pour les surfaces coni* 
ques dont réquationauxdijfTërences partielles est 

mais si Ton prend l'équation en quantités finies 

on voir que z — c étant une fonciioii h<>iin»2;ène du pre- 
mier (1( g!f dej — b et de x — p el q seront des fonc- 
tions homogènes et du degré o des mêmes différences 
(1, 169); on aura donc 

. . Y — b 

et en éliminant on obtiendra une relation entre/? et 

</. Celte relation dépcndi a de la lonclioii y, landiisque dans 
le cvlindre la relation entre ^ et q ne dépend que des 
constantes qui délinissent la direction des génératrices. 

686. L elimiuation indiquée au numéro précédent peut 
se faire comme il sait. En ajoutant la première et la troi- 
sième équation du système (4)» respectivement multipliées 
par tff' (y) et — (y), on aw*a 

(5) 9 (y)^P [/' (7) f (7) - f' (7 )r (7)]- 

La seconde et la quatrième équation traitées de la 
même manière , donnent 

(6) /"(7) = 7[?'(7)/"(7)-/'l7)?"(v)J. 

Il ne restera donc plus qu'à éliminer y entre les deux 
dernières équations. 

■ 

687. Soit 

(7) P^^M 
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réquatîon aux dérivées partielles et du premier ordre, 
résultant de l'élimination précédente. Posons 

dp d^z 

dp dq à}z 

dy dx~^ dxdy ~~ ' 

ilq __d'Z _^ 

Ëu dîiiérenliaut Téqualiou (7), nous aurou» 

d'où, en éliminant ^' [q)-, 

(8) ««-/ï = o, 

uquaiion qui ne renfenuc aucune trace des fouclions par- 
ticulières/ et 9. C'est rëquation aux dérivées partielles 
et du second ordre des surfaces développables. 

INTÉGRATION DE l'ÉQT VTION AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 
DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 

688. Puisque j :=r 1= Téquation 

(1) rt=o 
revient à la suivante 

» 

' dy «fcr' .dx dy 

De là résulte que les diÛérenliellcs partielles des fonc- 
tions p Gt q sont proportionnelles, et^ par suite, que 
leurs différentielles totales sont ea m ême temps ou nulles 
ou différentes de zéro* Donc p elq sont ou VanaHês tou - 
tes les deux ou constantes toutes les deux , ce qui revient 




Digitized by Google 



■ 9^ COURS D* ANALYSE. 

à dire que p est une certaine fonction de Soit 
(3) pzs:vt{q): 

dp <l(f 

onaur. 

dq 'h) 

mais -ri-rz; ; ; 

dx dy 

donc 

équation liiiéaiie par rapporta^. Pour 1 intégrer, il faut 
résoudre le système 

dont les intégrales sont 



dx =5 — ~ — , 



•rcj' (7) -h / = c'. 

LHntégrale de réqtiadon (i) est donc 

(5) W(7)-i-r = F(/.), 

F désignant une fonction arbitraire, ou bien, à cause de 

l'équation (4)» 

xdp -H jdq = F {p) dq. 

Mais xàp -H ydq est la différentielle de px + — 

Donc 

(6) px-^qy—z^ Jt'(p)dif, 

En éliminant p^\.q entre les équations (5), (4) et (5), 
on aura Féquation de la surface, , t /\ O 

^ ^ / ^ , 

qui renfermera deux fonctions arbitraires. 

689. Deinontrons maintenant que 1 équation 
(f) j»-~/^=o 
ne convient qu aux surfaces développabk-s. 
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Soient ^ 

(2) p=zm{q) 

Téqualion aux ( Il Iféren ces partielles du premier ordre qui 
résulte d'une première iut^ration, et 

. (3) x{-*> J> *} = o 

l*équatîoii obtenue en intégrant une seconde fois. Pour 

démoiUicr que la suilace qu'cilc représente est dévelop- 
pable, il faut faire voir qu'on peut la considérer comme 
le lieu des tangentes à une certaine courbe ; 

Or y étant les coordonnées d*un point de cette 

courbe, on a vu (686) qu'on obtenait une relation entre 

p et q en éliminant y entre les deux équations 

.5) j ?''(7)=/'[/'(7)?"(7)-?'(7)r(7)L 
l/''(7)=9[*'(7jr(7)-/'(7)?"(7.)]. 

Pour que la surface développable dont l'arête de i e- 
broussement est la courbe (4) coïncide avec la surface (3), 
il faut que cette élimination conduise à l'équation (2); 
par conséquent, on devra obtenir une identité si Ton 
porte dans l'équation (2) les valeurs de p et de ^ tirées 
des équations (5), et Ton aura ainsi une première rcla* 
tion 

(6) »•[/'(»). /"(7). t'(7). t"(»)] = o 

entre les fonctions et (j>. On eu obtiendra une seconde 

(7) x[7*/(7)» f(7)] — o 

en exprimant que la courbe (4) est sur la surface (3). 
Les équations (6) et (7) font connaître f{y) et ^(y). 
Uarète de rebroussement est donc complètement détermi- 
née, d'où résulte que Téquation (3) représente bien une 
surface développable. 

II. i3 
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DES SURFACES EÉGLÉB8. 



(•) 



690. Les surfaces développables sont un cas particulier 
des surfaces réglées ^ c'est-à-dire de celles qui s'engen- 
drent par le monTement d'une ligne droite. On nomme 
surface ^aucAe toute surface réglée qui n'est pas dévelop- 

pable. 
Soieut 

X = a« -4- «, 

= + 

les équations d'une droite : si a, ft, a, ê sont des fonc- 
tions d'une même iudétcrmmée y, en faisant varier y 
d'une manière condnue, la droite (i) se déplacera succès» 
sivement dans Tespace et engendrera une surface r%lée. 
Il est clair qu'on aurait l'équation de la surface en éli* 
minant y entre les deux équations (i). 

Les quatre paramètres variables a, a, € étant des 
foiu Uons d*une même indéterminée, on peut ron sidérer 
trois d'entre eux comme fonctions du quatrième. Ou peut 
même considérer a, 5, a, ê comme des fonctions de x et 
de j*. Car si Ton élimine z entre les deux équations (i), 
on aura une relation entre ir, y et les paramètres a, 6, a, 
6 qui sont des fonctions de y. On peut donc dire que. y, et, 
pai suite, a, o suut des fonctions de x et àej. 

691. Dînéreutions l'équatiou 

tour à tour par rapport à ^r et à ^, en regardant a et a 
comme des fonctions de ces deux variables : nous aurons 

(a) , = ^ + ._ + _,. 

da du 

(3} o = «,+î-H--. 
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Ajouions ces équations respectivement multipliées par ^ 

et ^ en observant que 

da da dtt da 
dxdy djr dx'~~^* 



puisque a est fonction de g (692), nous aurons 
/ / . da i da da\ 

On aurait de même, en ditiereutiant Téquation 
jr = -H 

db db rx . da da 

OU, puisque ^et — sont proporuonnelles à ^ et ^9 

Si maintenant on élimine le rapport ~ : — entre les 

dx dx 

équations (4) ei (6), mises sous la forme 

da , . da 
^[i^ap)^aq-^^o, 

da da 

ô;,4-(i-*y)~=:o, 



on aura 



dy " dx 

(i — ap) (i — — abpq = o. 



ou 

équation dilférentielle du premier ordre, renfcrmaiit seu- 
lement deux fonctions de l'indéterminée y. En ayant 
égard à celte relation, les équations (4) et (5) peuvent 

s m m 



s'écrire 



,ov . da da 

, V . db dh 



i3. 



ip6 COURS DAMALViE, 

d9i2. Dans ce qui précède, nous nous sommes appuyé 
sur la proportionnalité des dérivées partielles de a et de a. 
On peut rétablir comme il smt. 

Soit 

a = f (v), 



on a 



donc 

On trouverait de même 



da da ^df ^ d*i 
dz ' dy^ dx* dy 



/ 



dot. da. ^7 . <5^7 

dx ' dy dx' dy^ 

^ da da da ^ d^ 

dx* dy'^ dx* dy 

693. Cherchons main teiiani 1 cquation aux dillerenres 
partielles du second Ordre. £n difiércntiaut tour à tour 
F équation 

+ ^9 = I 

par rapport à x et à j , nous auious 

da dh 

da db * 
a« 4- W f» ^ H- Ç^=^o. 

En ajoutant ces équations multipliées, la première par a, 
la seconde par et en ayant égard aux équations (S) et 

(9) , nous aurons 

<i* r -H 2 ni* -4- 6' ^ 5= o, 

a 

OU 9 eu posant ^ = 

(10) c'r-h + r = o, 

équation du second ordre ne renfermant plus qu'une seule 
fonction arbitraire c, qu'on éliminera par le procédé du 
tt^ 6d9. Nous nous contentons d*indiquer ce dernier cal- 
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cul, qui couduirail à une équation du uoiâièinc ordre. 




ÉQVATIOll DE LA. CORDE VIBRA»!». 

6^. On démontre en Mécanique que le mouvement 
des différente points d'une corde vibrante, fixée à ses 
deux extrémités, est représenté par l' équation aux dérivées 

partielles du second ordre 

, , iPu (Pu 

7^' = "^'^ 

MP = /i, AP=x sont les coor- 

duiiiit'cs K ciaijgulaires d'un point quelconque de la l oi de, 
rorii^iue étant prise à Textrémité entin y désigne le 
temps. 

Pour int^rer l'équation (i), prenons deux nouvelles 
.variables a et 6, liées aux variables xei y par les équa- 
tions 

(2) €=x^ax. 

Si de ces équations on tirait les valeurs de x et de y en 

a et 6 et (ju'on les portât dans la fonction cherchée 1/, 
cette dernière deviendrait une fonction explicite de a et 
de 6. On peut donc considérer u comme une fonction de 
ot et de 6. On aura alorsy à cau^e des équations (a)» 

du du du 

dx doL d€^ 

db^ ~ in?'*"* dmd^ d&' 
On trouverait de mcmc, 

d^u_ Jd'u d'u d'n\ 

En put tant cch valeurs dans Téquation (1), on aura, 
après les réductions 
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Cette équation est iaciie à intégrer. Elle peut s écrire : 

, du 

donc ^ ne dépend pas de a, el Ton a 

du 

9 désignant une fonction arbitraire. On en déduit 

«= y*!» (6)^6 H- f (a), 

et par conséquent, en représentant par 4^ (6) Tintégraie 
O (S) dËy désiguaiu encore une fonction arbitraire, 
on aura 

c*est-à-dîre 

(4) u = - «r)- 

Telle est Tintégrale générale de Téquation (t)) on peut 
d'ailleurs la vérifier par la diffièrentiation. On trouve : 

On a donc bien 

d'u , d'u 
= a 



f 



df* d 



X 



\, L'intégrale générale contient deux fonctions ar- 
bitraires ex ^ qui se déterminent par deux conditions 

distinctes. Ordinairement on suppose connues Tordonnée 

Il et sa dérivée ^ pour tous les points delà corde, à l'ori- 
gine du temps, c'est-à-dire pour ^ = o. Aloré u et la vi- 
tesse veriltale™ de chaque point sont des loncûons don- 
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nëes de x. Posons 

» =/(x), ^ =/, (x), pour jr = O. 

On aura, en faisaiitj = o dans l'équalion (4) et dans sa 
dérivée 

De cette dernière on déduit 

F (x) étant une fonction connue et C une constanie arbi- 
traire. Parconséqueiïton a 

t(*) = ^/(*)+f(«) + c], 



OU aura 



donc 



La valeur de u est complètement déterminée. Comme on 
devait s'y attendre, la constante C, introduite dans le 
cours du calcul, a disparu d'elle-même. 
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CINQUANTE-QUATRIÈME LEÇON. 

Couriure des surfaces. — Combim d'une ligne sitiiée sur nue eurfiice. — 
Théorème de Meunier. — Goorhure d^une «eetien normal*. — Section» 
princî|ieles. Terietîon des rayons de courbure des sections normales 
faites en un même point d'one snrikce. — DéCeminetion des ombilics. 



COUM011B O'VHB LIGUE SITUÉE SVR IWB SimrACS DOBIIÉB. 

696. Soit 
(0 /(^, /, -) = o 

récpiation une surface. Posons , pour abréger» 



ds 






(ix 








d*Z 


d^z 




dxdx 





Considérons une certaine courbe CL passant par un 

puini M (a:, ^, z) de la 
surface (i). Soit Q Tangle 
que le rayon de eourbure 
K de cette courbe au point 
M, dirigé suivant la droite 
MN, fait avec la normale 
MP à la suiface au même 
point. 

La normale MP ayant pour équations 
X — Jp = — p{Z — z\ 

fait avec les axes des angles dont les cosinus sont respecti- 
vement 

— P -:7 _« 

V' i + y^' H- '/ ■ V H- -t- 7' V i 4- -H î' 
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Le rayon de courbure JVIN fait avec les axes des augies 
qui ont pour cosinus 

âx dy éz 

^ dl ^ dï ^ di 
*-3r* ^"riT' ^'dP 

en désignant par dl la différentielle de Tare de courbe. 

On aura donc 

vu-/»'-!- 7* 

Or on a 

di^pdx "^fdXf 

d'où 



Mais 
donc 



dx ,dY , dx (ly 
dp = rdx H- fdy^ dq = tdx + r^^; 



<fa rfar ,dY , , ^ sdx , , , ^ dj 



ou 



rf^ rfè dt 



dl dl dl /d.ry rf.rr/r idrY 



dl 

On a, par conséquent , 



(dxY dxdy / dyY 
cose = R — i — — i — 

doù 

X 

(3) R-s /T^Tm^cosô 



4 
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Mais ~> sont les cosinus des aogles que ia tangente 

à la courbe considérée fait avec les axes des x et des y. 
En daignant ces angles par a et 6, on aura 



(4) R= V^i -h*7'cos9 



r cas' « -h a 1 cos a cos 6 -(- ^ cos' 6 

Telle est la formule qui fait connaître le rayon de cour- 
bure d'une section quelconque faite dans une aur&ce, en 
un point donné. 

697. La valeur de R devant être positive, il faut que 
COS0 soit de même signe que le dénominateur* Ainsi ran" 
gle B doit être aigu selon que ce dénominateur est positif 

ou négatif, ( (' qui détermine dans quel sens le rayon de 
courbure doit être porté sur la direction de la normale 
située dans le plan osculateur. 

THÉOBEME DE MECVIXE. 

698. Si , dans la formule précédente, on suppose 
cosd = ±: 1 9 c'est-à-dire si le plan osculateur passe par la 
normale à la surface, on aura, en désignant par p le 
rayon de courbure de la section normale 

^ ' ° rcos'a -1- 2fcos«oos6 + rcos*€' 

et , par suite , 

(6) RspcosS. 

De là ce théorème dû à Meunier : Le rayon de courbure 
en un point d'une courbe quelconque tracée sur une SW'" 
face, est égal au produit du rayon de courbure de la seC' 
thn normale qui contient la tangente à la courbe , mut^ 

tipliê par le cosinus de Vangle que ce plan fait avec le 
plan osculaleur de la courbe, 

699* En considérant deux courbes planes, Tune obli» 
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que, l'autre normale, qui ont la même tangente aa 
point M, le théorème de Meunier peut encore s'énoncer 
eu disant que le rayon de courbure d'une section oblique 
est la projection sur le plan de cette courbe du rayon de 
courbure de la section normale. 

Par conséquent, si Ton imagine une sphère ayant 1c 
même centre et le même rayon que le cercle de coui lune 
de la section normale, tous les plans menés par la tangente 
à cette courhe couperont cette sphère suivant de petits 
cercles qui seroot les cercles osculateurs des sections obli- 
ques faites dans la surface par ces différents plans. 



COUABURE DES SECTIOllâ NORMALES. 



700. La formule (3) du n** 696 peut s écrire 



(0 



Prenons maintenant le point (x, z) pour origine 

des coordonnées, et pour plan des xyle plan tangent à la 
surface en ce point. L'axe des z sera la normale et l'on 

aura/; = o, g = o. En désignant 
par 9 Tangle que la tangente OT 
fait avec l'axe des on a 




= cost» 



dy 



D'ailleurs, puisque le plan 
osculateur est normal, on a 

cosÔ=:± I, selon que le rayon de courbure est dirigé 
dans le sens de l'axe des z ou dans le sens opposé. On 
aura donc 

dzi 

^ r cos* f -h 2 ,r sin f cos f + ^ siu' «ji 

mais on peut supprimer le double signe et écrire simple- 
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COUnS. O AffALYSB. 



r cos' f -i- 2S suif cosf + t^n'f 



pourvu que Ton couvieune de porter la valeur absolue du 
rayon sur Taxe des z dans le sens des z positifs si le dé- 
nominateur est positif, et dans le sons opposé si ce déno- 
minateur est négatif. 

SBCTIOKS FHIIICIPALES. 

701 . Si le plan normal tourne autour de Taxe des le 
rayon p variera en même temps que (p. Proposons-nous de 
trouver la plus grande et la plus petite valeur de ce rayon. 
Gomme ces valeurs correspondent au minimum et au 
maximum du dénominateur dans la formule ( 2), il fau- 
dra égaler a o la dérivée de ce dénominateur j on aura 

{t — r) asittf cost +-a*(cos*f 1- stD'f):=o, 

ou , ce qui revient au même, 

(3) *tang'<p — f)tangf — * = o. 

Cette étpiation donne pour tang^ deux valeurs réelles, 

dont le produit est ^al à — i . 
Comme d^ailleurs , en faisant 
varier Fangle ^ de o à ir, on 
obtient tous les plans nor- 
maux qui passent par le point 
O; il suffira de considérer les 
deux angles plus petits que 
180^ qui correspondent aux 
deux racines de T^uation. L'un étant désigné par a, 

Fautre sera nécessairement - + «. ' 

1 




Par conséquent, si Ton trace sur le piau des xj deux 
droites OH et OK, faisant avec Ox les angles a et a + -1 
les sections normales situées dans les plans zOH^ ^OK^ 
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correspuiidroiil aux rayons de courbure maximum et mi- 
nimum. En effcl, la dérivée du secoud oi Ji e de ~ est * 

e 

2 (f — r) (cos-^ — sin-y) — Ss sin^ cosy, 

et cette expression prend des valeurs ^ales et de signes 

contraires quand on y remplace 9 par et et par ^ + ^* 

Remarquons qu'il s'agit ici d'un maximum cl d un mliii- 
mum analytiques, en sorte que si les deux valeurs précé- 
dentes étaient de signes contraires, celle qui serait un 
minimum négatif pourrait être un maximum en valeur 
absolue. 

Les droites OH et OK, faisant avec Taxe Ox des an-' 

gles dont la différence est sont perpendiculaires entre 

elles. Donc les plans zOH et >zOK. qui déterminent sur 
la surface deux courbes planes à courbure maximum ou 
minimum sont perpendiculaires entre eux. On donne aux 
secUons faites par ces plans le nom de sections principales, 

YAiUATiOI« D£ COURBURE DES ÔËCTIOfiS DiORMALES, 

702. Prenons maintenant pour plans des xz eAdesyz, 
les plans des sections principales. Les valeurs de (p eoi- 
respondant au maximum et au minimum du rayon de 

courbure devront être o et Or i équation 
flang'ç-l-(r — latigy — 5 = 0 

ne donnera pour tang^ les valeurs o et oo que si 5 = o, 
Par conséquent, la valeur de p prendra la forme plus 

simple 

(0 p= — , 

rcos'f -f- tsm'f 

et Ton déduira de cette expression les deux rayons de cour- 
bure principaux p' et p'\ en faisant tour à tour ^ = o 



■ 
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«tf = ce qui donnera 

ou bien = r, = ^» 

f> P 

Ainsi, les drivées partielles r et t représentent les deux 

<'Ourbures principales au point O. 

703. Les valeurs de et de p" peuvent être introduites 
dans l'expression générale de la courbure j' On a 

I 

— = rcos-f -h rsin*^; 
P 

on aura donc 

(2) 7=?7<^o*'?-^ isin^?, 

P P P 

formule qui donne la courbui^^ d une section déterminée 
par un plan normal faisant , avec la section principale 
xOo:, un angle ^. 

De là les conséquences 8uiv<anies. En premier lieu^ Tex- 
pressîon (a) ne change pas quand on oet à la place de 9 
son supf^ément : <h>nc deux sections normales égale^ 
ment inclinées sur une section principale ont des rayons 
de courbure égaux et de mrnie signe. 

Si Ton désigne par le rayon de courbure d'une section 
normale perpendiculaire à celle qui fait avec le plan prin- 
cipal zOx Tanglef, on aura 

j 

et si Ton ajoute les équations (2) et (3), 

1 1 I f 

- -\' ~ =^ T + 
• f ?> P f 

Donc ia somme des courbures de deux sections nor^ 
moles perpendiculaires entre elles est constante. 

70i. Nous allons maintenant discuter la valeur gêné- 
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raie de p en uous servant de la formule 

(>) r^ + — 7^- 

Supposons d'abord p' et tous deux positifs ,ctp'^ p". 
Dans ce cas, la formule ( i ) donne pour p une valeur tou- 
jours positive. Par conséquent, toutes les sections nor- 
males sont situées au-ilessus du plan tangent et la surface 
est convexe autour du point O. Si p' et p" étaient négatifs, 
la surface serait encore convexe, mais située au-dessous 
du plan tangent. 

En menant l'équation (i) sous la forme 



(^) 



1 I / 1 I \ . 

P P \p P y 



on voit que ^ augmente depuis ^ jusqu'à quand y 

croit de o a -9 et que ^ décroit depuis jtisqu'à ^9 

â • p P P 

quand ^ varie de ^ à ir. 

Dans le cas où p'= p"% la formule (2) donne 

t 1 

ou p — p' quel que soit ç. Toutes les .sections normales au 
point O ont donc la même courbure. Ou dit alors que ce 
point est un ombilic* 

705. Supposons mainlcnaut que p' et puaient des sip;nes 
contraires et que p" soit négatif. En mettant les signes en 
évidence dans Téqualion (i), nous aurons 

i_cos'f sin'f 



P 



Pour ^ = o, on a p = L'angle 9 croissant de o à la 
valeur % donnée par l'équation 

tang'Sss^, 
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p iTOil depiiis p jusi|u^i rîii6tii. Au delà de ^ = o, p de- 
vient négatif et décroît jusqu'à valeur qui correspond à 

^ s f • Les valeurs de p se reproduisent ensuite dans l'or- 

dre inverse. 

Dans ce cas, la surface est en partie au-dessus du plan 
langent, en partie au-dessous. 

DÊTBEXUIATIOII DES OMBILICS. 

706. Pour trouver 1rs ombilics d'une surface, il faut 
chercher les poiuts où le rayon de courbure des sections 
normales a la même valeur, quel que soit le plan mené par 

la normale. 

Rcprenuiis la formule (i) du n" 700 en y supposant 
losô =: 1 et en remplaçant dl^ pai* dx* + djr* -h dz* ; 
nous aurons 

Désignons par ffi^ — ou le rapport des cosinus des an- 

gles que la tangente à la courbe au point considéré fait 
avec Taxe des x et Taxe des jr. Gomikie on a 

dx 

et la formule (i) pourra s'écrire 



on aura p -i- qm. 



^ _ Vi -H />' H- 7» [l -Hiw» H- (/» -h qm]*] 

ou bien 

/ X X» / n : H-/>'-h 2D7W-h{i-|-7M|«* 

(a) R = Vi-f-f^H-i?' ^■L.CL.u;^» 

r 3 snt fui' 

Quand le point est un ombilic, ce rayon est indépen- 
dant du rapport m qui détermine le plan normal où est 
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situ^ la courbe considérée. On doit donc avoir 

ce qui donne, en g<*néraK deux équatioiKs distinctes. En 
y joignant 1 é^piaûonde la i«urlace, ou aura le nombre de 
relations nécessaires pour déterminer les coordoimées du 
point cherché. 

T07. Appliquons ces principes au paraboioide ellip- 
tique 



On a ici 



X y 



I I 
« b 



Les équations (3) sont, dans ce cas, 



I O I 



On peut y satisfaire d^abord en posant 

V» 

a-^b 



y 



^^b{a — b)t a = 



Les valeurs dey et de z étant réelles, il existe deux 
ombilics situés dans le plan yOz, Ce sont d'ailleurs les 
seuls ! car Thypothèse / = o donnerait une valeur de x 

qui serait imaginaire. 



II. 



«4 
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GIMQUANTË-GINQUIËMË LEÇON. 

$itiUt êê U eotirimre des surfaces. — Surface dont tous les points sont des 
ombilics. — Théorie de l'indicatriee. — C oa iéy i — ees géemétclqiies. — 
Cas où l'cxprpfision du rayon de courbure se présente sons une forme 
illusqire. — Tangeutcs conjuguées. 



SUR LA SURFACE DO«T TOUS LES POINTS SOHT DES OMBILICS. 

708. Lorsque les équaiious 

^ ' r * f * 

qui senrent à dt'tcrminer les ombilics d'une surface don- 
née y se réduiseni à une seule, la surface a une intiniié 
d'ombilics siluës sur une ligne qu'on nomme la ligne des 
courbures sphériçues. Si les équations ( t ) sont identiques, 
tous les points de la surface sont alors des ombilics. 

Pour trouver une suriacc qui jouisse de cette propriété, 
observons que les équations (i) mises sous ia f orme 

peuvent s*intégrer comme des équations ordinaires (643). 
On aura ainsi 

(3) i+/?'=Y^% n-ç»=X/>% 

Y étant une foiiciion arbilrairc de et X une loncliou 
arbitraire de x. On tire de ces équations 



/ i 4- Y / i-hX 

, . .... 1 . dp dq 

Mais p ei q doivent satisiaire a i équation ^ = ^ • 
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aura donc 

t_ dX_ 1 dY 

Le premier membre étant fonction de x seulement, et le 
second fonction de cette équation ne peut subsister 
qu autant que chaque membre se réduit à une constante. 

Soit = cette constante. On a donc 

A 



et, en intégrant, 



R R . 



a et b étant des constantes arbitraires. Eu portant les 
valeurs de X et de Y tirées de ces équations, dans (4)» on 
aura 

a — X 



— ( a — X ) » — ( ô — / ) ' 
11 en résultera 

^ " VR«~(a — or)»— (A— j)»'- 
et, en intégrant de nouveau, 

équation d'une sphère. Ainsi /a spJicrc est la seule surface 
dont tous les points soient des ombilics, 

« 

THÉORIE DE L'IIiOIGATftlCB. 

709. La ( OUI buio des surfaces peut être préseiuec sous 
un autre point de vue, qui donne une idée plus nette de la 
, manière dont varient les rayons de courbure des sections, 
normales autour d'un même point. 

«4. 
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Pieiioiis loujouâs pour plan des xj le plan tangent à la 
surface au point O, et pour axe des z la normale en ce 
point. 

Si Ton coupe la surface par un plan parallèle au plan' 
tangent et infiniment voisin âe ce plan, la section obtenue 

sera une courbn Inlîuiincnl petite et dudruxiènio <l( gré,en 
négligeant des qiianlilés infînimenl pcllus par lapportà 
ses dimensions. Eu d'autres termes, une courbe semblable 
à la section faite par un plan parallèle au plan tangent, à 
une distance A, tend, à mesure que h diminue, vers une 
section conique. 

En effet, si l'on développe l'ordonnée z de la surface 
par la série de Mai laurin , on aura 

z = z, 4- /'^ -t- -f- - rjr» -h sxjr -f- -j ^ -f- . . . . 

(ii fit 

Mais z^ypyÇ qui représentent les valeurs de ^ 

quand on fait simultanément a: = o, j = o, sont nulles 
d'après le choix des axes. Donc on a 

3 2 

^ désignant une somme de termes dont le degré, par rap- 
port à T et à j', est supérieur au 
second. Si maintenant on rem- 
place z parla constante 00'= /i, 
on aura Téquationdc la' section 
B'M'A', et si Ton fait h très- 
petite, iù devient négligeable 
comparativement aux termes qui 
le précèdent. Par conséquent , 
on a 

( I ) rjp' H- 2 sjtj 4- ^ a /i, 

équation d'une ellipse ou d^une byperbole infiniment 
petite dont le centre est an point O. 
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710. Si Ton remplace h par z> on aura 

(2) 8 = ^(rx*-H 2fjr^ -h 

Celle éijuatioii riîpri'suule un pat abuluide passant par la 
section A'iM' IV cl avant pour sommet le point O. Ce para- 
boloïde va aous servir à calculer le rayon de courbure 
d^une section quelconque OM'C. 

Menons M'L perpendiculaire à CM' et nommons /» le 
rayon de courbure en M'. On a 

p ~ In» . = hm 



2OO' 2 A 

Pour déduire de là la valeur de ^, faisons, dans réqua- 

(ÎOU(2), 

X zzz OM' ces y, j — OM' sinf » 
^ désignant Tangle xOiS. On aura 

OM'* (roof*7 + 2^$inf cosf rsin'^ ) ^%h^ 

d*où 

* ' ^ - rcos'f + 2«sinf cosf *{- r5În*f ' 

comme ou l'avait obtenu par une autre méthode. 

71i. La formule p — fait voir que les rayons de 

courbure des diflérentes sections normales sont propor- 
tionnels à OM'*. Supposons donc que sur la trace du plan 

OM' 

«ON dans le plan des xy on prenne ON = ^ ? on aura 

/asstON*. Par suite 9 le rapport sera constant pour 

toutes les sections normales. La courbe ANB ainsi obte- 
nue sera donc semblable à A^Mb' et aura pour centre le 
point O. Cette courbe, qui donne tous les rayons de 

courbure des sections normales faites au point O est nom- 
mée V indicatrice de la snrfa( e en ce point. 
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712. Quand rintersection de la surface par un piaii 
parallèle au plan tangent et infiniment voisin est une hy- 
perbole, il faut, en même temps , considérer une autre 
section produite par un second plan parallèle au plan 
tangent de Tautre c6té de ee plan. On obtient par là 
une hyperbole conjuguée de la pit mière. Dans ce cas, 
1 indicatrice se compose de deux hyperboles ( onjuguées 
et l'on a ^ = zt 03N*, suivant que l'hyperbole sur la- 
quelle se trouve le point N correspond à une section 
faite au-dessus ou au-ïdessous du plan j?^. Le rayon de 
courbure de la surface devient infini et change de signe 
quand le plan sécant, en tournant autour de la normale, 
vient passer par une asymptote commune aux deux hy- 
perboles. 

COKSÉQVENCES GéOMÉXAlQUES . 

713. Toute courbe du second degré douée d'un centre 
ayant un diamètre maximum et un diamètre minimum, 
on en conclut que la surface a deux sections normales 
perpendiculaires entre eUesetdans lesquelles le rofron de 
courbure est un maxùnwn ou un minimum, La somme 
des carrés des inverses de deux diamètres peipeiidicu- 
laires élani constante, il en résulte immédiatement que 
la somme des courbures de deux sections normales est 
constante. En un mot, à toute propriété des diamètres 
d'une section conique , correspond * une propriété des 
rayons de courbure des sections normales faites par les 
diamètres de Tindicatrice. 

714. Quand l'indicatrice est un cercle, le point consi- 
déré est un nnibilic. Cela arrive sur les surfaces du se- 
cond ordre aux points où le pian langent est parallèle aux 
sections circulaires. Ën efiet, tous les plans parallèles dé- 
terminent, dans une pareille surface, des sections sembla- 
bles. U en résulte que Tindicatrice^ qui en général n^est 
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semblable qu aux sectionfl faites parallèlement au plan 

langent à une dislance inliiiimeul pclite, sera, daiii les 
surfaces du se< ond ordre, rigoureusement st>niblable aux 
sections, quelle que soit leur distance au plan langent. 
Ainsi dana l'ellipsoïde 

jgi ^1 

il y a quatre ombilics dont les coordonnées sont 

6 désignaut un angle dont la tangente est égaie à 



CAS ou L BXPRESSIOlf OU BAYOU DB COUBBUBE SB PHÉSENTE 
SOUS U»B fOEMB ILLUSOIRE. 

715. La formule 

^ ^ rcos'f -i- 3 5smf CDSf H- /sin*f * 

précédemment obtenue pour le rayon de courbure d'une 

section normale faisant avec le plan des xz un angle <p , 
dépend des valeurs des dérivées parti ellt s du second ordre 
au point considéré de la surlace. INous avons tacitenieni 
admis que r, 5 et ^ avaient, en ce point, des valeurs déter- 
minées et indépendantes de Tangle ^ . Mais ces fonctions 

o oc 

se présentent quelquefois sous Tune des formes - ou ~ ? 

quand x^j et z deviennent nulles. Pour éviter rindéter- 

minatîon, on posera 

y = xUngij», 

relation qui convient à tous les points situés dans le plan 
normal mené par le point [x^y^ z) de la surface^ puis on 
fera = o. 

Soit, par exemple j l équation 
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y désignant une io notion quelconque. Elle représente une 
surface dont les sections normales à Forigine sont des pa- 
raboles ayant pour axe commun Taxe des z. Les dérivées 
partielles du premier ordre sont 



et les dérivées du second ordre : 

On a bien, en général, par ces formules, p = o, «7 = 0 

pour X = y = o'j mais les valeurs de r, t se présen- 
tent sous une forme indéterminée quand on laisse x et / 

ii&dépendants entre eux. Mais si Ton y remplace ^ par 

tangf, elles donnent 

r = 2/ ( tang <p) — a tang y/' ( tang ^ ) 4- tang* <p/" ( tang y ), 
s =/' (UDgf) — tang^/"(taDg^), 
f =/''(tang<p). • 

Il faut maintenant porter ces valeiirs de r, 5, t qui, 
comme on le voit, dépendent de dans la formule 



/- cos^ f + 2 ji sia ^ cos y 4- ' sin' 7 

On doit remarquer qu'en faisant varier l'angle le rayun 
de courbure peut avoir, selon J<i forme de la fonction fy 
un nombre quelconque de valeurs maximums ou mini- 
mums, et î] y aura autant dejnaximums que de minimums 
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puisque ces valeurs doivent se succéder alternativement 
quand on fait varier 9 de o à air, et que la section nor- 
male revient à sa position primitive. 

TAHOBMTBS CONlUGVâU. 

716* Soit MM' une courbe quelconque située sur une 
surface : imaginons les pians tangents menés par les points 

Fig. i»5. M et M'. Sîle second point se rap- 

proche indetioi Qient du premier, 
l'intersection des deux plans va- 
riera de position et deviendra à 
la limite une certaine tangente 
à la surface passant par le point 
M. Cette droite lindte et la tan- 
geuie MT à la courbe sont dites tangentes conjuguées. 

Prenons pour origine le point M el pour plans des zx 
et des zjr les plans des sections principales correspondant 
à ce point. U faudra supposer x = o, y = o, je s= o, s = o- 
Uéquation du plan tangent en M' (a/, y\ ^) est 

p' et ç' désignant les valeurs de p et de ^ relatives au 
point D'après la formule de Maclaurin , on a 

On aura donc, en vertu des hypothèses et en négligeant 
des infiniment petits du troisième ordre, 

On trouvera de même 

p' = r/ — (r'. 

Par suite, les équations des plans tangeuls en M el 
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seront 

Z = o, 

r»' ( X — x' ) H- // ' ( Y - / ' ) H- i ( r*' » -h (y ' » ) - Z = o . 

Ces deux éfjuatioiis représeatent Tintersection des deux 
plans tangents. Or, si Ton porte dans la seconde la valeur 
Z = on aura , en réduisant , 

ra/ X H- #r ' T — i ( /X'* ^- ' ' ) = o . 

Posonsy' = mx', m étant le coelticient angulain) de la 
projection de la droite MM', qui, à la limite, se eonîond 
avec la tangente MX. L'équation précédente devient 

rX -H /«w Y — - (r H- tm*) = o, 

et quand le point M' se réunit au point M, 

rX 4- //M Y = o, 

équation de la tangente conjuguée définie plus haut. On 
voit que si m' désigtic son coeHicient angulaire, on a 

tm 

r 

ou tum' = • 

I 

Telle e&t la relation qui doit exister entre les coelli- 
cients angulaires de deux tangentes conjuguées^ quand on 
prend pour axes la normale et les intersections du plan 
langent avec les plans principaux. 

717. îfevoL tangentes conjuguées sont parallèles à deux 
diamètres conjugués de Tindicatrice. 
En efict, si 




est Téquation de tindicatricc, on a, entre les coefïicienis 
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angulaires de deux diamètres conjugués , la relation 



mm = 

a* 

On a d'ailleurs 



/• t ' 



par conséquent, 

r 



mm' = =: • 



Ce qui démontre le théorème annoncé. Comme d*ail- 
leurs les rayons de courbure sont proportionnels aux car- 
rés des diamètres de F indicatrice, il résulte d'une pro- 
priété bien connue des sections coniques que la somme 
algébrique des rayons de courbure correspondant à deux 
tangentes coujuguées est constante. 
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Suiic de la courbure det surfaces. — Lignes de courbure — Propriétés dci 
li(;iieâ de courbure. — Centres de courbure desseclious principales. — 
Rayons de courbure principiiax. — AppUcelione. 




LIGUES DE COVILBURB. 

748. Soient S une surface rapportée à trois axes ret*- 

laiigulaircs quelconques, M (a;, y, 2), un point de la sur- 
Fig. laC. face, et MN la normale en ce 

point. Si Mf (x'^j'i 2') est un 
point de la surface, voisin de M, 
la normale M'N' n'ira pas, en 
général , rencontrer la première 
normale MiN . Il faut pour cela 

o| qu'il y ait entre les coordonnées 

/ de ces deux points une certaine 

^ relation que nous allons cher- 

^ cher. 
La normale MN a pour équations 

(0 X — «-h/»(Z — «)=o, 

(a) Y -j-h7(Z — c)=o. 

Si p' et (/ désignent les valeurs de petâeq au point M', 
la normale M'N' aura pour équations 

(3) X — x'-h/*'(Z — = o, 

(4) Y--r'-+-7'(Z-^z') = o. 
En éliminant X entre (1) et (3), on a 

té = ; • 
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L^éliininaiion de Y entre (a) et (4) donne 

Oii a donc l équation de condition, 

— Z ^ — 

Cette équation et celle de la snrface 

représentent une courbe MM' située sur la surface et pas- 
sant par le point M. Toutes les normales â la surface 
menées par les divers points de cette courbe iront rencon- 

Irer la normale MN. 

719. G^ncerons maintenant que le point M' se rappro" 
che de plus en plus du point M : la draice MM' deviendra 

la tangente, et les différences a/ — x, r' — r, z' — z, 
p' — />, q' — ç devroiu èire remplacées par les différen- 
tielles dx.j dy^ dz^ dp^ dq. De même p' z' — pz = d (pz)^ 
q' z' — qz i=id\qz). On aura donc à la limite 

dx -f- pdz «4- zdp rf^ H- qdz zdq 

dp dq 

ou simplement 

dx -k- pdz dy >+• qdz 
dlp dq 



(7) 

Mais on a 



donc 



dz — pdjB -r qdy^ 
dp = rdx -f- sdy , 
dq = tdj' H- sdx ; 

dy dy 
d.v ojc 



ou bien 

(8) 



+tw— {«+/»') '1 = <>- 
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Cette équation donne pour ^ deux valeurs fonctions de 

X et de jr. £ile indique deux directions suivant lesquelles 
il faut passer du point M à un second point infiniment 
voisin, sur la surface, pour que la normale en ce point 

rencontre la normale au poiut M. Prenons Tune des 

valeurs de ^ et la valeur correspondante de ^* Soit M' 

dx ' dx 

le point correspondant. Ou passera de même du point M' 
à un troisième point et ainsi de suite. On aura donc 
' une ligne MM'M'^.. telle, que toute normale à la surface 
menée par un de ses points rencontre la normale infiniment 

voisine. La seconde valeur de ^ aurait donné une autre 

dx 

ligne jouissant de la même propriété. 

On nomme Li^ne de courbure le lieu des points d'une 
surface pour lesquels les normales infiniment voisines 
se rencontrent consécutivement. L'analyse précédente 
montre qu'en chaque point d'une surface, il passe deux 
lignes de courbure représentées par l'équation différen- 
tielle (8) et par 1 équation delà surface. En éliminante, 
on aura Téquation de la projection de la ligne de cour- 
bure sur le plan des xy . L'intégration donnera deux 
équations contenant deux constantes arbitraires qu'on 
déterminera, en faisant passer la ligne par un point 
donné de la surface. 

PXOPftlÉTÉS DB5 LIGNSS nB COOIBUEB. 

7âO. Prenons la normale pour axe des s : Téqua- 
tion (8) devient 

Le produit des racines de cette équation est égal à — 
donc les tangentes menées aux lignes de courbure qui se 
croisent au point M sont perpendiculaires entre elles. 

Si maintenant on prend les plans principaux pour 



o. 
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plan des ZX et des sy^ on a s = o. L'équation (9) a une 
racine nulle et l'autre infinie : donc les deux lignes de 
courbure ont pour tangentes Taxe des x et Taxe des 
c'est-à-dire les tangentes aux sections principales. 

Si Ton avait à la fois ^ =. o, / = f, les deux valeurs de 

^ seraient indéterminées. U y aurait donc une' infini té de 

lignes de courbure passant par le point de la surface, 
autour duquel toutes les courbures seraient égales : ce 
serait donc un ombilic. Ce caractère peut servir à trou- 
ver les ombilics d'une surface, car si Ton exprime que 1%*- 

quation générale (8) donuepour une infinité de va- 
leurs, on aura les deux conditions 

r t ' 

déjà trouvées par une autre méthode (706). 

72t . Soient O un point de la surface, Oz iarnormale, 
OA et OU les deux lignes de courbure, Ox et Oj leurs 
tangentes. Si CX et CX^ sont deux points' infiniment voisins 
du point O sur les lignes OÂ et 06 , on sait que les nor- 
males CVK et (yL rencontreront Oz : soient K et L les 

points d'intcrscclion. Je dis que 
OK et OL sont préeisémcni les 
rayons de courbure, au point O, 
des secdoos principales zOx^ 
zOy, En effet, puisque Oo? est 
tangente à la courbe OA, le point 
O' infiniment voisin du point 
O sur OA peut être considéré 
comme appartenant au plaiL 
zOx. Donc la droite O'K qui est normale à la courbe 
OA, comme Tétant à la surface, déterminera, par sa 
rencontre avec la normale O2, le centre de courbure de 
la section principale située dans le plan ^Ojr. On ferait 
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voir de la même manière que OL est le rayon de cour- 
bure de la section principale faite par le plan xOy. 

722. C'est ce qu il est facile de vérifier par le calcul. 
Soient 

I X-*-hp{Z-2) = o, 

i X-*'^/>'(Z-s')=:0, 

les équations de deux normales. Si le point (x, z] 
, coïncide avec Torigine et que le point [x\ y\ z') soit 
infiniment voisin, les équations (t) se réduisent à 

X=o« Y = o, 

et les deux autres donnent , au point commun , 

— (ir -h Z «sÉsp = o , 

— rf/ H- Ztdy as O , 

ou bien 

dx[Zr — i) = o, 

4r(Zf — ij = o. 

On ne peut pas supposer dx eldjr nulles à la fois , mais 

ou peut satisfaire à ces deux équations soit eu posant 

(3) dx = o, Z = -9 

m 

OU bien 

(4) 4r=o, 2 si- 
Dans le premier cas, puisque dx^o^ la tangente 

coïncide avec l'axe des j^, et Z = ^ est le rayon de cour- 
bure principal* Même conclusion à tirer du second sys" 

lèmc. 

7S3. Il faut bien se garder de croire , que les points de 
rencontre des normales soient les centres des cercles oscn- 
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lateurs des lignes de courbure, car ces normales se 
coupent const'cutivemeni et sont tangentes à une même 
courbe, propriété qui n'appartient jamais aux normales 
menées par les centres de courbure d'une courbe gauche. 
Et même les lignes de courbure peuvent être planes sans 
ipie leurs cercles osculateurs se confondent avec ceux des 
sections principales. Il faut pour cela que leurs plans 
osculateurs soient normaux et que, par conséfjuent, Jes 
lignes de courbure soient les lignes de plus courte dis- 
tance sur la surface (61" Lcçou). Par exemple, dans les 
surfaces de révolution , les lignes de courbure sont les 
méridiens et les parallèles. Les méridiens sont des sec* 
tions principales, parce que leurs plans osculateurs sont 
normaux k la surface. Les parallèles sont des lignes de 
courbure plajies sans être des sections principales. 

CALCUL DES RAYONS DE COIHBURE PRINCIPAUX EN UN 
POINT QUELCONQUE D UNE SURFACE. 

724. Le théorème démontré (722) permet de calculer 
les courbures principales eu un point d^une surface, Tori- 
guie étant quelconque. 

La normale menée au point M de la surface a pour 
équations 

j X-x4>/.(Z-z) = o, 
^' I Y-7 4-^(Z-8)=ïo. 

Si M' est un point voisin, pris sur la ligne de courbure, 
la normale eorrespondante rencontrera la première nor- 
male en un point dont le Z sera donné par Tune des deux 
équations 

(.) z-s = 



(3) Z~z = 



dx 



If. i5 



ua6 cou as u akalyse. 

En éliminant ^ entre ces deux équations, on aura 

— [ (l H- * (i 4- 7' J r — 2 j (Z — a) 

Cette équation donne deux valeurs de Z — et, par suite, 
de Z, qui correspondent aux centres de courbure des deux 
sections principales. Appelons p l'un des rayons de cour- 
bure, on aura 



(4) 



valeur qui se réduit , en ver^u des équations ( i ), A 



p = (Z — ») 

d'où z — 2 === -—£====. 

Si Ton substitue cette valeur de Zi — z daus Téquation 

(4) ) on aura, en réduisant et ordonnant, 

( _ _ 

(5) I _[(i-f.^^)f -f-(i-H<y»)r — Vff*] v'*-*-y^'-^î'-p 
( -h(H-i»'-t"Ç')' = o, 

d^où l^on déduira les valeurs des deux rayons de courbure 

principaux. 

725. Les normales d'une surface, menées parles dilîé- 
rents points d'une ligne de courbure, forment une surface 
développable, puisque deux normales consécutives s(; ren- 
contrent. Pour avoir l'équation de cette surface, il faut 
éliminer z entre l'équation de la surface proposée , 
les équations d^une normale (i) et Féquation (8) du 
n** 715 qui exprime que le point (x, j'y z) est sur la ligne 
de courbure. 

On obtiendr a le lieu des centres de courbure de toutes 
les sections principales d'une surface 

F(«, X* s) = o, 
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en éliminant z entre cette équation , celles de la 

normale et Téquation (4) où Z se rapporte au point de 
concours de deux normales infiniment voisines. Cette sur- 
face se composerait de deux nappes , puisque chaque nor- 
male coutieiit deux centres de courbure. 

ArPLICATlOll DES THÉORIES PRÉCÉDENTES AD PARAlOLOIDE 

ELLIPTIQUE. 

7S6. Équation différentielle des lignes de courbure. 

— Soit 

r équation d*un paraboloïde elliptique. On a, dans cet 

exemple , 

(a) j. = -, r==-, .=0, /=^. 

L'équation générale (718) 

(i + yr ; d.r -f- pff(ir q^) dy -h pqdx 

rdx -h sdy ~* sdx idy 

devient 

ou, cil oixionuant, 

et , en multipliant par ^ • 

\ab^'3^dx* \b a a^b ab'l x*sdx 

\ a^b X* * 



c'est Téquation différentielle des lignes de courbure du 

paraboloïde elliptique. 



i5. 
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Intégration du V équation (3). — Si l'on fait x' = 
j** = II, celte À]uation devient 

Comme a et n'entrent qu'à la première puissance, 
on peui y satisfaire en substiluant à u une fonction li- 
néaire de V, Posons 

u z=z c\' c\ U OU -7- = < • 

En substiluant dans réquation (4), les termes qui multi<- 
plient V se détruisent et il reste 

d'où 

, (n — b) c 

ù -i- ac 

La constante c reste donc arbitraire , et comme Tintégrale 
ne doit en renfermer qu*uiie, il en résulte que u ci^ -H 

ou 

(5) y' = cà>+ l_^J 

est Tîntégrale générale de Téquatiou (3). En faisant varier 
on aura les projections sur le plan des xy de toutes 
les lignes de (ourbure. Ces projections sont des ellipses 
si l'on a c<^ (u des hyperboles quand c est ^ o. Elles 
ont toutes leur ceuire à i origine. 

Détermination de la constante c. — Si Ton vetit avoir 
les lignes de courbure qui passent par un point (xf^ y\ s') 
de la surface , on déterminera e par Téquation 

#. «<. ah [n — h]c 
0 ac 

ou 

On en tire deux valeurs de c réelles et de signes contraires, 
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puisque a et h sont de même signe. Ces deux racines 

élanl désignées par m el — les projeriions des lignes 
de courbure seront représentées par les équations 

, . . ^ ab (a — b]n 

La première courbe est* une hyperbole > la seconde une 
ellipse. 

Discussion. — La conslanie m peut varier de o à l'in- 

b 

fini, mais n doit être plus grande que - et ne peut va- 
rier que ~ ^ l'inûni. En effets l'équation (7) étant 
mise sous la forme 

(tb (a — b)n 
an^b 

le second membre doit cire positif : donc, puisque a est 

il faut que Ion ait«n — h^o ou »> ^« 

Examinons maintenant les hyperboles représentées par 
Téquation (6) . A cause de l'hypothèse a^hy toutes ont 
leur axe réel dirigé suivant Taxe des y. La valeur du demi- 
axe tiansverse est 



ou bien 



ab{a b)m 



s/ 



ab[a—b) 
b 
m 



Si m varie de o A l'infini > cet axe augmente de o à 

\lb(a — b). En niellant réqnalion (1) sous la forme 

— =zx - -\ 5 — ■ ? 
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on voit que pour m = 00 elle se réduit à ar = o. L'hy- 
perbole se conioncl alors avec Taxe des y ou plutôt avec 
la poriion de Taxe des y qui commence à une distance de 

l'ongiiie égale à d: ^6 ( a — h). 

Les ellipses représentées par Téquation (7) ont leurs 
axes dirigés suivant Taxe des ^ et Taxe desjr. 

Les demi-axes ont pour expressions 

b 
n 

Le premier, dirigé suivant Taxe des diminue donc 

de l'iniiui à 0 quand x augmente de ^ à 00 . L'autre demi- 
axe diminue de Vinfini jusqu'à ^)h{a — h). Donc tout 

point situe sur Taxe des y et à une distance de Tongine 

plus grande que (a — b) sera le sommet d'une de ces 
* ellipses. Pour w = oo l'ellipse se réduit à Taxe des y, 
comme le montre l'équation (7) mise sous la forme 

— = — 4-» H s : 

n an-^ b 

cela résulte encore de ce que l'autre axe se réduit alors 

à o. 

Si y = o, une des valeurs de c est inlinie et Vautre est 
positive ou négative suivant que y est ^ ou <[ que 

^h(a — b). Les projections des lignes de courbure sont 
alors l'axe des y et des hyperboles ou des ellipses, sdlon 

que est plu s grand ou plus petit que (a — b). 

Si y' — o, une des valeurs de c est nulle et Tautre tou- 
jours négative. Dans ce cas, les lignes de courbure se pro- 
jettent suivant Taxe des je et suivant des ellipses. 
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C«lral Jet âiffirentt» fimu* — Notions praliminatreA, — Différence n'^ 
dn premier terme d'une raite en- fonction des termes de cette suite. — 
Terme génAral d'une suite en fooction du premier et de ses diiKBrencee 

successives. — Différences des fonctions entières. — Différences de quel* 
ques fonctions fractionnaires ou transcendantiTS. - Calcul invcmc dus 
difféiences.—'ïhéot^meA généraux. — Inl^raUon de quelque» fonctions. 

■ 

CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. — HOTIOMS P&ÉLIMIKAIAES. 

727. Le but général du calcul diilémitiel est de cher- 
cher les limitesdes rapports des accroissements simultanés 
de plusieurs quatiiités variables ^ ce que Ton peut faire 
sans considérer les valeurs numériques de ces accroisse- 
ments. Dans le calculaux différences finies, on s'occupe 
au (-outrai re de ces valeurs numériques et l'on cherche à 
eu déterminer la loi. 

Soient 

une suite de valeurs successives que reçoit une quantité va- 
riable. Si Ton retranche chacune de cesvaleurs de celle qui 

Iti àiiiL, 011 obtietii ce qu'on appelle les diflTérences /jre- 
mières de ces valeurs, et on les représente pai' 

A»,, àutt Alt,,..., AjIj,, 

en sorte que l'on a 

fi, — u^zsàUf, «a— tt, = Aa„. . if,^., — II, = Aa,,. . .. 

En opérant de la même manière sur la suite des diflTé- 
rences premières, on obtient une suite de diflérences 

deuxièmes^ qu'on i cprcscnie par 

A'U^t A^f^tf A'M), ..>> 

On a donc , par définition , 
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On formera de la même manière des différences troisiè-^ 

mes^ quatrièmes^ etc. 

Par exemple, la suite des cari es des nombres entiers 

a pour di llérinices pre mi ères 

^» ^» 7 » 9» • ■ • » 
et pour didiérences secondes 

2y 2, 2 f ... y 

les différences troisièmes, et par suite les difTérences 
d*un ordre supérieur, sont nulles. 

Dans cet exemple, toutes les difléreiu t s set oudes sont 
égal* s à 2. Si Ton admet la généralité de celte loi, on 
pourra prolonger indéfiniment la suite des diflérences pre- 
mières , et, parleur moyen ^ celle des nombres carrés. 

728. Le calcul des différences est fondé sur quelques 
principes analogues à ceux qui forment la base du calcul 
différentiel. 

En premier lieu, u, z étant des quantités variables, 
on a 

(1) A(k + f — s] = Àii + As, 

c'est-à-dire que la différence ttune somme est égale à la 
somme algébrique des différences de ses parties. En effet, 

A(« -f- 1» — z] = (u, ^ (\ — z,) — (« H- »> — z) 
~ (w, — u) -h (»', — — («, — z) 
z= àu + Al» — Aa. 

La différence d une constante est nulle. Donc 

(2) A(a -hVï)=:Aii. 
On a encore 

(3) AattsoAtt, 

car ùau = aUx ~ nu = a («j — u) = a Au. 
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EXPRESSION DE A" II. 

729. Proposons-nous de trouver l'cxpie^biou tie A"a 
en foucliou de a, i/i, * . . , i4„. Ou a d'abord 

Aie = 

Mais A*a = Aie, — A « : 

dune A'tt=Ms — 2tf|-+-a. 

A'iii doit être composé avec u«, Ui^ comme A*u avec 
rit, lit 9 On a donc 

A»w, = te, — 2 If, -h ie„ 

et en retrauchaui A' n de A'^/Zj, 

« = ttj — 3 ^2 "i- 3 M, — «. 

On trouvera de la même manière 

et ainsi de suite. On voit que les coefficients numériques 
qui entrent dans A*Uy A^ii, A*ii, l'expression desdiiTé- 
rences sont les coefficients des puissances deuxième, troi- 
sième, quatrième du binôme, d^oùTon conclut, en géné- 
ralisant, 

-, « (il — t) . 
(1) A-« =: «« — -H ~i tt^t — . . .d: «, 

1 • 2 

ou, sous une loriiie symbolique, 

A^M (« — ijC), 

égalité qui tiendra lieu de la précédente> pourvu qulaprès 
avoir développé le second membre par la formule du bi- 
nôme, on remplace u^, it\ u*. .-. par u, u,, li, . . .. 

Pour drmoutrcr la généralité de cette loi , posons 

( 2 ) A" a = ie» — A , -h B — C -j- • . . ± « . 
On aura également 

(3 ) à^u, = — A w„ -h Btf,_, — Cw^a-f- . . .±: «„ 
et en retranchant (2) de (3), 



A-+« u = - A 


fin + B 


~ Cl 


— 1 


-h A 


— b| 
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Op on sait que si i, A, B,. . . sont les coefficients de 
(x ~i- i)", i-f-A, A-f-R,... sont les coefficients de 
(x-f- i)""*"*. De là résulte que si la ionnule (i) est vraie 
pour rindice n, elle Test encore pour TiDdice n + ce 
qui démontre sa généralité. 

730. Autrement, supposons la loi démontrée pour l'in- 
dice n et posons 

on aura =5 ^ ^'^^•f <* 

Donc A'+'iics^Ktt^, — ^K«,, 

ou, sous une forme symbolique, 

A**"a = 2Ktt^(« — i). 

Il résulte de là 

A'H-iii es (tt— j ) 2^ (M _ ,)(•), 

et, par consé(]ucnt, 

EXPUESSIOW DU TERME GÉWÉRAL d'uWE SUITE KN FONCTION 
DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES SUCCESSIVES. 

731. On a, pai deilnitiou , 

ii,s=:ii, + 
Au, = Air -f* Â*fi. 

Eu ajouiani ces equaùoiis membre à membre, 011 a 

II, = Il H- 2 A 11 + A'». 

Ou aurait de même 

Ail} =: A/< 4- a A^a 4- A «, 
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d'où, en ajoutant ces deuir équations , 

et ainsi de suite. On est ainsi conduit par inducdou à la 
formule 

OU i la formule symbolique 

«!.==( 14- A)* il, 

dont l'exactitude se demonli crait pai' le mode de raison- 
nemeot employé aux u?"" 729 et 730. 

DIFFÉABHCES DES POffCTIOnS SHTiàRBS. 

732. Supposons maintenant que u soit une fonction 
entière de x du degré niy et que i<i, Us,. . . représentent 
les valeurs successives que prend celte fonction , quand on 
donne a x une suile d'accroissements ^aux représentés 
par h» Soit 

u = Ad!" -i- Bjs^' -h CjB^^-h 

On aura 

-f. C [ (a: + — J^^»] -f. . . . . 

£n développant et ordonnant par rapport à jc, on aura 
un résultat de la forme 

A« = w A Aa!^' -H B'«^» -h C Jf^» -f- . . . . 

Le premier terme est du (m — degré et son coeffi- 
cient se forme en iiiuki pliant le coefficient du premier 
terme de u par l'exposant de ce terme et par h. 

Ën opérant de la même manière sur la diiléreuce pre- 
mière, on aura 

A*ll»m(/» — i}AA'a:~-<H- B^'jj^^H-. . 

on trouvera de même 

. A'ttss m(m — t)(m ^ a) AA*«^-^ -h -f . . 

et ainsi de suile. 
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Le degré de chaque différence va en diminuant d'une 

unité, d'oii Ton conclu L la m""'"' scia constante cl se 
réduit a au premier leroie, dont la loi est connue. On 
aura doue 

j^insi les différences m'*""' if une fonction entière de 
degré m sont constantes , lorsque la 'variable croU par 

degrés égaux. Les différences suivantes vsontdonc nulles. 

733. Soil tf = ar*. Alors 

a = 1 . 2 . 3 . . . /wA", 

tt, =r -h «ta =i (jp 4- a A , . . . 

Si i on âubâtitue ces valeurs dans la iuimulc 

( i) A* ir = I», — -H ^^-^^ ^ -h . . . , (731 ) 

on aura> si n =:in, 

1 1 . 2 . 3 . . . /w/i'" — (:c -i- wA )"• 

Faisant x =z o, A =: i , 

1 . 2 . 3 . . . m = «" — iw (iM — I )*• 

m Un — I ) . . 

1.2 ^ 

Si Ton suppose « > m, alors on a A" it =: el la .for- 
mule ( I ) ) en faisant eucore , x = o, A = i , donne 

(4) o = rt"»-.ji(« — 1)"4-2-^^^^(« — a)"--.* 

I , 2 

734. Prenons /* é^jai à un produit de facteurs équidif- 
léreuts. Soit 

u^x{x'\'h)[jp 2 A), , ,[* -h {« — 

on aura 

{i) Aa = (4f -h h)(x -4- aA). . .[a?-h(« — i) A] «A, 
{2) A«tt =(jc 4- 2/1). . — 1) A]. . .//(« — i)A'. 

La loi de formation est évidente. 
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DIFFÉRENCES DE QUELQUES FONCTIOINS FHACTIONJM AIRES OU 

TRAKSCEKDAWTES, 

735. \ oici encore tpelques exemples de diiïéreiices de 
fonctions non entières : 

t 



n {n H- i) A' 

et aiusi de suite. 

AW = (rt'* — i), 

et , en général , 

3». If = sîn(tfjc + 6), 

= sin(flx -jr ah b) — sin ( a.r -4- 

iiu ^ua- -h 6 ) = 2 sin ^ cos ^«.r -H ^ -f. ~ j . 

On trouverait de même 

Acos(ff^ + b) ss — asini<î/* sin ^«ar ^ -t- • 

On trouvera ensuite 

. I . / , ah' 

et, a cause de la seconde formule, 

A» sin (ûx 4- Z>) = — 4 S*"* — sin (ff^ + 0 H- ), 
ca ainsi de suite. 
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CALCCTL inVERSB DES DIFFÉKBHCBS. — OÉPtMlTlONS ET 

HOTATIOBTS. 

736. Le calcul inverse des différences a pour objet de 
déterminer une fonction quand on connaît sa différence 
finie, ou lorsqu'on a une relation entre cette fonction, la 
variable dont elle dépend et quelques-unes de ses dilTé- 
rences. Maïs lums nous bornerons au premier cas. 

Soit X la variable indépendauie dout T accroissement 
ùx est supposé constant et égal h A; soit la fonction 
inconnue et J {x) laditféreDce donnée : on doit avoir 

AF(x)=/(x), ou F(.r-hA)-F(a:)=/(:c). 

La fonction F (x) dont la différence est f (x) se re- 
présente par 'V^y (^) nomme Tintégrale aux dillé- 
rences finies dej'{x). Il est clair, diaprés ces notations, 
que les caraclérisiiques ^ et A appliquées à la même 
fonction se détruisent, et que l'on a 

737. Dans le caltul intégral ordinaiic >, quand on a ob- 
tenu une intégrale particnlièrc (runrdiilérenliclledoiinéc, 
on ajoute à celte première solution une c onstante arbi- 
traire pour former l'intégrale générale. Dans le calcul in- 
tégral aux différences finies, ce n'est pas une constante 
arbitraire qu'il faut ajouter à une intégrale particulière, 
mais la fonction la plus générale dont la dilïérence est 
nulle. Ainsi ç (x) étant une fonction dont la différence 
esxj'(x)t il faudra que l'on ait 

F(x)»^(«)-f-l!î{«), 

V5 (x) devant satisfaire à Féquation 

vr(x h) — ct(x) = o. 
La valeur de la fouclion cjfjf) cm f ninpK [t nioni arbitraire 
quand X passcd'une valeur quelconque a à la valeura-h/i* 
Pour les valeurs de .r, qui ne sont pas comprises dans cet 



Digitized by Google 



ClNQUAlfTE-SEPTI^IfE LEV'ON. 

intervalle, cj [x) sera délermiuoe par la condition de le- 
prendre la même valeur quand x augmente de /t. On la 
nomme pour celte raison une fonction périodique. 
Cette fonction peut être représentée par une courbe. 
Prenons sur l'axe Ox des inlervaUes A A', A'A\ 
A'^A , ... cgaux à /ij puis élevons les perpendiculaires 
fig, ia8. égales AB, A'B', A"B'',.... 

Traçons à volonté Tare 
BMB^ et soit BB'B'B^''... 
une ligne ^oomposée d'un 
nombre indéfini d'arcségaux 
à BMB . Loi donnée de ce Lté 
courbe aura la même valeur pour des valeurs de x qui 
diffèrent de h et représentera la fonction cherchée. 

On aurait une fonction jouissant de la propriété en 
question, si Ton prenait 



Y désignant une fonction tout à fait arbitraire. 



THÉOBBMES SUR LES INTÉGRALES AUX DIFFÉRENCES FIITIES. 

738. Dans le calcul intégral, y*/(a:)r/[r représente la 

somme des valeurs de la différentielle J'(x) dx quand ;c 
varie de a à ^. L'intégrale aux différences jouit d*une pro- 
priété analogue. 

Soit F(j:) une fonction dont la 'différence tîuie est 
J \x). Ou a, t|uei (juesoit x, 

AF(jr) ou T(x^k)^t[x)^f{x). 

Appelons .To, ^i, x^_^ — ^ x„ des valeurs de x croissant 
par intervalles constants et égaux à A., On aura 

F(.tr.)-F(jr.)=/(x.), 



'2/\0 COURS U ANALYSE. 

d'où 

( I ) F(x^)-F («0 =/( H-/ (X, ) -h . . . ), 

ce qu'il fallait démontrer. 

Notons encore, comme exemples de Tanalogie des deux 
calculs , les formules 

conséquences év identes des formules (2) et (3) du u" 728. 

INTÉGRATION DE QUELQUES FONCTIOKS. 

739. On a trouvé (7dë, a*") ' 
d^où Ton tire, en intégraut. 

Si Ton donne à .r les valeurs o, i, 2, . . . , n — i, on a 
/i I, eten appliquant la formule (1)9 ou aura 

I «-+•«'•+"..."+■ = — — — — = » 

a — I a — I a — 1 

G*es( la formule cônnue qui donne la somme des termes 
d'une progression géométrique. 

740. On a trouvé {735, 3°) 

A sii» [ax H- Z>) = 2 sin ^ ah cos {^x ^~ ~ + 
changeons j: en x — il vient 



Asm 

d'où 



in ^<i« — ^ -I- = 2 sin cos -h A), 

sm ( V o] 



2cos( 



2 sîn - ah 

2 
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£n faisant x = o, 1^2,.,., n — i , on aura 
cos^ Ô08 (« -h ^) + cos (a H- ^)-|- . . . H- cos[(/i — i) a 4- b] 



. 1 

2Siii-a 



cesl-à-dire, 

€osb H- co8(a H- H- cos (a a + A)H-. • , + oos[{ji — -h b] 

. na (n — i /\ 
sio — cos I a b\ 



I 

SIQ r- 41 
2 



Ou trouverai t de la même mauiére 
siiié + sin («H- i) -h sin (a a -h 5) + , , . -4- sin [(« — i) « + 

sm — sin I a-i- b\ 



sin - a 
2 



741 . En intégrant la formule du n" 734 , «t rempla- 
çant X par X — hyetn par » -4- 1, on a 

(0 < 

i (x--/i)x(x-f-A)... [> r-h(A4~|)/i] . ^ 

On tire de la seconde formule du n® 735, 

y—. J — 

^x{x-^h). . .[x -h {n — i) h] 
I i 



{n — x(ar-HA)(«-+-2A)...[x4-{« — 2)A] 

En changeant x en in + A, dans la formule (i), puis 
faisant A = t, on aura 

M.2.3.../H-2.3.4. ..(« 4- 1)4- 3. 4. 5... («H- 2) -h... 
I +jii(m + i)(i» + a), . .(«4.» — 1) 

II. iG 
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Ici la constante est nulle parce que le premier membre 
est nul pour m = o. 

Par exemple, â n 3, on a 

1 .2.3 4- 2.3.4 + 3.4.5 -i- . . ••+• wi (m H- i}(iw -H 2) 
= ^1» (/n -hi) {m H- 2) (m -h 3). 

On tirera de même de la formule (2) 

1 T •! 

(4) 



i,2,.,jt a.3.. .(1» + i) jw(ot +!).♦.( H- « — ") 

j =_i_r_î : 1 

V n — I L 1.2.3. ..(/î — l) lîi (i»H-i)...(/w-i-/ï)J 

Par exemple, on a , pour n ss 3, 



] I 



i«3.3 3.3*4 3.4*5 m(mH-i)(m'H2) 
II I 



4 a« (m-f-a)' 



pour n s 2, 



I I , 1 



1.2 2.3 m(i?i-|-i) mH-i 

U est facile de vérifier ce dernier résultat, car le premier 
membre peut se mettre sous la forme 

et la somme de ces termes est évîd«nment égale à 
I 

m -+•! 



0 
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CINQUANTE-HLITIÈME LEÇON. 

Suite du calcul inversa (hr^ diffprnwes. — Intôjjratitdi îles fonctions entièret» 
— Evaluation des .^uMimcs j :ir les intéj^rales ordinaires et des inté{^a1e8 
par les iioiumes. — Formulrs d interpolation. ~ I ormule de Newton, — 
Formnle de LagraDge. — Approximation des quadratures. 



lltTÉGR4TI0N DES FOlICTZOlfS EUTIÉEES. 



742. L'intégrale d'un polynôme du degré m 
devant être un polynôme du degré m + posons 

Â', B', C'y. . . désignant des coefficients inconnus. 
On doit avoir 

on bien 



1.2 



•T- > — Tô A 

H i iB'A» ^ 

1.2 

-|-(i«-.i)C'^ 



= A** + B«-^' H- C.«^» 

En égalant les couflicieuts dtm ijiènich puissances dt: x 

16. 
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dans les deux membres, on aura 

* -(« + !)*' 

^ mh n 

m-i-i a 2 



el aiim de suite. i 

Pour trouver ^ x'", il suffit de faire As=i, B=ro, 
G =3 0, etc., et Ton a 

(m 4- 1) h 
B' = -l, 

L = —>•••» 

2 

d*OÙ 

V aJ* = î — 1 j:» -h -î- «//or*-' — 

Or voit que le premier terme est égal k Tint^aie de 
dx divisée par h et que le coefficient du second «st 

égal à — ^• 

743. On peut trouver et plus généralement 

(x) par la série de Taylor. On a 
/(x4-/i)-/(x) 

h* 



ou 



A/M =x hf (a:) ^ —r (x) -h. . .i 

I • 2 



ce développement se lerminc de lui-même quand f(oc) 
est une fonction entière de x. 
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Si l'on intègre les deux membres, on a ^ ' 

/{*) = h'^f'i') H- 1^ 2 » 
et si l'on pose f(x) = jc^S 

1.2.3 ^ 

Pour déduire de là^x'", il faut faire successivement 
m = o» I, a, 3. . . ; on aura 

X = — h G, 

7.h 2 

SI l'on fait /i = I , cl qu'on donne à x les valeurs 0,1,2, 
3. . ce qui change Do?'" eu £x'" on ajiura les 

sommes des puissances des nombres a, 3,*,., n, savoir: 

_ 1,1 «(»H-i) 

22 a 

^•-â'^'^'â'* -^S*- TTs * 

424 4 ■ 

^* = g'',-^5'^ + 3" -si"- 

On remarquera que la somme des cubes des ii premiers 
nombres est le carré de la soiunie de ces nombres. 
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SOMMATIOll DES PILES DE EODLEtS. 

744. CoDsidérous d'abord une pile à base triangu- 
laire. Soit n le nombre des boulets contenus sur Un côté 
de la base^ la base coniieiidra un nombre de boulets ^al à 

I -h a -f- 3 ... -4- » = — i 

Pour avoir le uombre toul Ndes boulets, îl faut faire 
successivement r =i, ^) 3, etc., ce qui donnera les bou- 
lets contenus dans les diverses tranches à partir du som-* 

mot. Le nombre cherché est donc égal à 

1.2 2.3 3.4 nin-^i) 
-i— i. H 1- ^— . • . -4- ^ 

3 2 2 2 

OU, d'après la formule (t) du 741, 

(,) N = ^(^-4-1) (/»4-2) 

' 1.2.3 

Si la base de la pile est un carré dont cha()ue c6té ren-* 
ferme n boulets, le nombre des boulets de cette trancha 

5era La somme de toutes les tranches sera donc 

I + 2* -h 3* 4*. . ♦-+• n*, 
et Ton aura (743) 

Soit enlin uue pile rectangulaire. Appelons n le nom- 
bre des boulets contenus dans le petit côté de la base et 
aH-i le nombre des boulets qui forment la rangée supé- 
rieure de la pile. Par Tune des extrémités de cette ran-' 
gée, concevons un plan parallèle au plan du triangle équi- 
latéral qui aboutit à l'autre extrémité. La pile se trouve 
alors partagée en une pile à base carrée et un prisme 
dont 1 arête la plus élevée contient a boulets. Donc si 
Ton nomme N le nombre des boulets de la pile^ on aura 

B 2 
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OU 

(3) ^_ ;i(/i-i-i) j^ fl-4-i-f-2(/i4-fl)j . 

<Mr aH*i est le nombre des boulets de 1* arête supérieure 

et n H- a le nombre des boulets d'un côté de la base : 
donc le îiomhre des boulets (tune pile triangulaire est 
égal au nombre des boulets contenus duns lune des 
faces triangulaires, multiplié par le tiers de la somme 
des nombres de boulets contenus dans les câtés paral- 
lèles de la pile* 

U existe une analogie évidente entre la formule ( 3 ) 
et celle qui donne le volume d'un prisme tronqué. 

ÉVAJ.UAT10M DES SOMMES PAR LES INTÉGRALES ORDlflAIRES 
ET DES INTÉGRALES PAR LES SOMMES. 

745. Soit 

OU /{X) = 

On*a, par la formule de Tayior, 

Donnant à x les valeurs Xo^ Xty oTt,. • *jX„^i etdési- 
gnant x„ par X, on a 

F(.r,)-F(a:.) 
F(*,)-F(«,) 

= + 7^ r + r (X.-.) 
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et) en ajoutant membre à membre, 

F (XJ - F (X.) = h (/(«.) H-/(ar, ) h- . . . -*-/(«^,) ] 

I «2 



Posons 

f{x,)^f (x.)-h.,.^/ (x„_,) = S/ (x). 

Comme F (X) — F [x^ n^esi autre chose que l'int^ale 
déûnie de / (x) dx^ prise entre les limites jr« et Të^ 

galité précédente pourra s^écrire 

r ^/(o:)^ = h S/(x) 4- ^^S/' (x) -i- -J^^S/nx)-h... 

Remplaçant j\x) successivement par j' \x)yjf" {x),%*^ 
on aura 

/ (X)-/ W = /iS/'(*)+ils/"(x)-h-^S/'^(xi-f-... 

i «3 I «««^ ' 

/" (X; -/"(*.)=* S/" ( r ) + il s/" {*) + .. . 

a ■ ^ 

Multipliant ces égalités par i > A A, BA', G A*. . . , et ajou- 
tant, il vient 

r /(xjrfo: -t- A/^[/(X) ~/(x,) J 4- BA^ [/' (X) -/'(x.)] 
-+-CA'[/"(X]-/"(u;. )]-+-... 
^ =AS/(.r)-^A»S/'{x)(^ + A) 
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Le second membre de celle égalité se réduit à A S y (x), 
si Ton pose 



1 

h A £3 O, 

1.2 

â H h B = o. 



1.2*3 i.a 

H h C = o, 



i.a.3.4 i-a.S 1.2 



d-où Ton tire 





I 




a 


B=r 


I 


— » 




12 


C = 


0, 




f 




■ 


720' 


E = 


0,,. . 



de là résulte 

~^*n/"(x) -/"'(X.) ]+.... 

forniiilc qui sert à représenter une somme au moyen 
d'une intégrale déûnie. 

! / (x) dxj 

fera dépendre la détermination d'une intégrale ordinaii'c 
de celle (Wme inléi^ralc aux différences finies. En rem- 
plaçant pai /(xo) -i-/(x,) -h/ (.ij) . ., on 
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aura 

X 



(3)< -.^/,»[/'(X)-/'(*.)] 



12 
1 



On remarquera que le coeiiicieui de h est égal à la 
somme des trapèzes inscrits dans la courbe =s /(x), et 
déterminés par des ordonnées équidîstantes. Quant au 
premier membre, il représente Taire de cette courbe. 

7 17. I.a détermination des coefficieuts A, B, C, . . ., 
peut se faire au moyen d'une fonction particulière, 
puisque leur valeur numérique doit être indépendante 
de la fonction f(x). Si Ton prend 



L 



« 

I 



on a 

X 

S/ ^x) = <î«» 4- -4- ... H- -jy^^ 

puisque X =s a?» + nA. 

Si Ton porte les valeurs précédentes dans l'équa- 
tion (i), le Tacleur — e" se Liouvera commun aux 
deux meoibi eb, et, eu le supprimant, on aura 

(4) -T^ = H-AA-hBA»-HCA»H-.... 

h 

Il suiiit doue de développer -j suivaut les puissau- 

^ces de /i, ce qui se fera par la formule de Maclaurin. 
On sait déjà que A = — - : Tégalité (4) revient donc à 
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la suivante, 
OU bleu 

2 * * 

A 

Le âi'roiid Diembrr \\v change pas quand // csl lempljcé 
par — /i. 11 (Ml résulte que 1(* premier membre ne doit 
reuferiuer que des puissances paires de A. Oq a doue 

G=0| Essso, «... 



FORMULES d'iKXERPOJLÀIIOU. FORMULE DE HiEWTO». 

748. L'interpolation a pour objet de trouver une 
fonction d'une variable^ connaissant les valeurs de cette» 
fonction qui correspondent à un certain nombre de valeurs 

données de Ja variable. Ce problème est indéterminé 
tant qu'on ne fixe pas la forme de la fonetiun cherchée, 
car il revient à faire passer une courbe par des points 
donnés, ce qui peut se faire d'une infinité de manières, 
tant que la courbe n'est pas définie. Le problème de 
Finterpolation devient déterminé quand la fonction est 
donnée de forme et qu'elle renferme autant de paramè- 
tres distincts qu'il y a de valeurs données de la fonction. 
Par exemple, si l'on se donne « i valeurs d'une fonc- 
tion entière du degré pour/i + i valeurs de la varia- 
ble, on aura n + i équations pour déterminer les n + i 
coefficients inconnus. 

Nous examinerons d'abord le cas ou les valeurs de la 
Variable sont équidistantes. 

Soient doue 

"^o> -^i» «^a» • * • I 

I» H- 1 valeurs équidistantes d'une variable, et soil h leur 
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(liiïérence conslautc. Lu. choisissant convenablemeai Vor' 
rigine des ou pourra faire en sorte que 

Soient 

les valeurs correspondantes d'une fonction ti, que nous 
^supposerons entière et du ft'*^ degré. A Taide de ces 

valeurs on pourra former les diflerenccs successives Ai/o» 
A* I/o, . . . . Mais on a (731 ) 

Um = Uf, -i- m à M» H A- tt, 4- ■ . . . 

I .3 

Ce (Ic'veloppciiaciil de u,„ s'aiièl(; ilc lui-niènic au terme 
qui cuiilieiit A'"î/o, parce que les < oelfieieiils des termes 
suivants se trouvent nuis. Ainsi on peut le prolonger 
indéfiniment. En supposant m'<[ it ou au plus égal an, 
on peut écrire 

' 1 [ fil — I ) 

k ir« =: Ji« H- mAtt* H i i à*Ut H- • . . 

j ] fnjm -'i)(m^ ^ )...{m — n-hi) ^^^^ 

\ 1 . 2 • 3 . . . n 

.1* 

Remplaçons m par et posons 

(2) ' \ / 

Le polynôme ii se réduira évidemment à pour x=imh\ 
par conséquent, il aura les valeurs 

«#» W|> tta, . . 

pour X égal à 

et comme il est du n"'^' d^ré, ce sera doi^c le polynôme 
demandé. 

La formule (2) est connue sous le nom de formule 

d'iutcrpolalion de -Newton. 
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FORMULA 1>£ LAG BAUGE. 

749. Supposons maînteuant que les valeurs données 
de Xy 

soieul cpieitonques. Posons 

On a pour déterminer les /» + i coefiicients A, B,..,, G, 
les n + I conditions 

itt, = A H- B X» 4- Cx^ H- . . . -4- Gx^S 
ix,=;A+Bjr, + Cx; H -l-G*», 
»>=:A + B4r, + Gjr; + . . .4-G«J, 
A 4- Bx« 4- Cx« 4- ... -1- G*", ' 

U après les formules de résolutioii tics équations du 
premier degré, les inconnues A, B, C, . . . contien- 
dront Uo, «If . . . , fi„ au premier degré. Eu remplaçant A , . 
B, G,... par lears valeurs dans la fonction u, et réunissant 
tous les termes qui renferment u», u i . . . > on aura 

a =1 P,w, 4- 4- Pjtta4-. • . -h P« «n» 

Po, P,, P2. . . étant des fonctions do x et de Xo, .r,, 
Tç . . . , Si Ton fait x — 0*0, dans la formule, on doit 

trouver u = «0, ce qui exige que 1 on ait 

P, = I, Pi = O, P, = O, . . . , pour X sr Jr„ 

car les quaniitcs u^, it^^ut^.", novxi aucune dépendance 
entre elles. De même, ou aura 

P, 0, P, = I , P, =s o,. . F, = o, pour jp= jr„ 

et ainsi de suite. 

La fonction devra donc être nulle pour x^Xx^ 
X = jpt, . . . , X = Xnt et comme elle est du n^*** 
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degré, on peut écrire 

P, = A (X — j (x — Ofi) . . . (a: — Xa), 

A étant un coefficient numérique. Mais doit être \ 

pour X = Xo, donc 

I = A («♦ — «i) («• — . — 

d'où rchuiie 

p ^ — Jp,)(x — x,)...(x — .r») 
— «,) («, — «,). . .(x. — «,) 

On trouvera de même 

P — (-^ — J^a)(j^ — ■ra)...(x — X^) 

p (x — X,) (X — X,) (x — Xj) . . . (x — x„) ^ 

(Xj — Xj^ ^X, — Xj J ^Xj — 'ï'a }• • • (j^j "~~ '^n) 

* 

et ainsi de suite. En portant ces yaleurs dans Texpres- 
sion de II, on aura la formule d'interpolation de La** 

grange, 



(3) 









^X Xj) ^X ' * ) . • 


. (x 




(x, — X,) (x, .r,). . 






(x X, j (x X,) . . 


. (x 





(X»<— > X«) (OTs — X,). • .(Xii X»«|) " 

Il n'existe pas d'autres fonctions du Ji"''"' degré remplis- 
sant les conditions énoncées, car si 1 on avait encore 

« = A'-hB'x-h, ..4- G'x", 

il faudrait cpie la différence 

A~A'-»-(B— B')x + . . (G — G')*"» 

devint nulle pour les it+ 1 valeurs acr,, jc,, Xt, • • . , ^n* Ce 
qui est impossible, car une équation du n*^"" degré ne 
peut pas admettre plus de n racines. 
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7âO. La formule de Lagrange peut 9Q déduire de la dé- 
oôinposîtîon, en fractions simples, d'une fraction algëbri- 

«jue rationnelle 4^^^ laquelle le degré de 9 (x) est 

moindre que celui de / (x), et dont le déiiomiualeur a 
toutes ses racines inégales. 
Posons 

(p(a;) = a, /(x) ={x — Xo) (x — . .(« — Jf,), 
on a • 

v(x) __ y(Xo) I f (x,) 1 

/(xj-'/'tXo)**-*.'^/' r-*. 



(4) 



Mais Q (a:o) = Uo «^t 

Donc, si l'on multiplie les deux membres de régalito(4) 
par / (x), on trouvera quef (x) ou u est la somme de 
plusieurs termes'de la forme 

(x — x,) (x X,) . . . (x — x«) 



(x, — X,) (x, — X,) ... (x, — x„) 



FORMtTLES B APPKOXmATIOIl POUH LES QUAnKATURES , 
RECTIFIGATIOMS, COBATUEES. 

751 - L^évalttation des aires, des longueurs, des volu- 
mes se ramène, en dernière analyse^ h la détermination 

d'une ou de plusieurs intégrales définies relatives à une 
seule variable. Mais il est souvent impossible d'elTeeluer 
l'intégration indiquée et il faut recourir à des formules 
d'approximation . 

Supposons qu'il s'agisse d'évaluer Tinterai e 



ou 1 aire de la eouibe y =:f[x). 
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La formule d'Ëiiler (746) offre iin premier moyen d'ob- 
leiiîr une valeur approchée de cette intégrale. On peut 
aussi, à Taide des foimules d'interpolation^ remplacer 
/( r) par une fonction entière du degré que Ton 

intégrera, ce qui revient a i ciiiplarer la courbe j' =J l^x) 
par une parabole du n (lei;iéi]ui a n points communs 
avec elle. On peut encore prendre une suite de paraboles 
du deuxième degré, et remplacer les parties correspond 
dantes de Taire cherchée par celles de ces paraboles. C'est 
cette dernière méthode que nous allons développer. 

Partageons Fintervalle x — Xq en un nombre pair n 
de parties éj^ales. Par les trois points de la <ouibe, 

(Xo, jo)î (^t o -H J i)» {^0 + ^ Jt)i faisons passer 
une parabole du second degré dont Taxe soit parallèle à 
Taxe des jTy ce qui est toujours possible, comme Ton 
sait. Désignons par z Tabscisse comptée à partir du pied de 
la première ordonnée. L'erjuation de la parabole sera 

et nous aurons 

J. = A, 

= A-4-aBA-4-4CAS 

et ensuite 

y*'*jrfsrr y(3A-»-3BA-h4CÀ») 

= j [A -1-4 A -f- 4 BA + 4Cii«-h A + 2BA-l-4CA'J: 
par conséquent, 

é 

On opérera de la même manière sur les autres parties 

de Taire, ol Ton aui a une valeui approchée Je cette aire 
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en faisant la somme de ces parties, savoir 
ce qui revient à 

Cette formule est due à Thomas Simpson. 



Il* 17 
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CALCUL DES VARIATIONS. 



CINaUAxME-NEUVlÈME LKgON. 

But du calcul des variations. — Déftfiitions ei noUtions. Tbéoràmes sur 
la permutation des si|;nes d eti, J* et Variation d'une Intégrale 

définie J* V dx. — > Cas où V ne dépend pas des limites. — > Cas àù V 
contient deui fonctions de x — Cas oûi V dépend des limites. 



BUT DV CALCUL DES VARIATIONS. 

7u2. Dans les questions ordinaires de raaximujii cl de 
ininimiim, on d<*iint' la Jonnc d une lonclion d'une ou 
de plusieurs variables, et Ton cherche les valeurs qu'il 
faut attribuer aux variables pour que la valeur de cette 
fonction diminue ou augmente lorsquVn modifie très-^peu 
ces variables. Dans le calcul des variations^ on considère 
une intégrale définie 

qui renferme sous le signe Ç une variable or, une fonc- 
tion iaconnue j de cette variable, et quelques-unes de 
ses dérivées, et il faut trouver pourj^ une fonction i(x) 
telle, que cette intégrale ait une valeur plus grande ou 
plus petite que si Ton remplaçait {(x) par une fonction 
d'une forme tant soit peu différente. On voit en quoi les 
nouvelles questions se distinguent «les (jucslions ordi- 
naires. Ce u est pas une ou plusieurs valeurs particulières 
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qu'il faut dëtermiaer, mais la fonn^ d'une certaine fonc^^ 
tioD inconnue ou la valeur de y en fonction de x, 

753. Plusieurs problèmes de géométrie conduisent à 

chercher le maximum ou le minimum d une iiuép^rale 
définie. En voici un exemple : Étant donnés deux points 
C et D, ironiser une courbe, plane CMD telle^ que la 
surface de révolution engendrée par le .mouvement de 
cette courbe autour ePun axe situé Ox dans son pian soit 
un maximum ou un minimum, 

fig, 129. Soit S la surface : en posant 

OA = Xf^^ OB = 0:1, on aura 



M, 



D 



0 



= 2n I 



~x 11 faut donc trouver une fonc- 
tion f (x) telle, qu'eu faisant 
y = { [x) , Pintégrale précédente ait une valeur plus 
grande ou plus petite que toutes celles qu'on obtiendrait 
en moditiaut infiniment peu la terme de la fonction f (x)^ 

7S4. La marche à suivre pour résoudre ces nouvelles 
questions diffère peu de celle qu'on a déjà suivie dans les 
questions ordinaires de maximum cl de muiinmm. Ou 
suppose connue la fonction cherchée : on la fait varier 
infiniment peu, et Ton exprime que la valeur de T in- 
tégrale augmente si cette intégrale doit être un minimum^ 
ou diminues! elle doit être un maximum. Mais pour arri- 
ver à ce résultat il faut trouver les accroissements ou 
xmriations dej et des quantités qui en dépendent, quand 
ou change la fonction de x qui exprime y, 

DÉFINITIONS ET «OTÀTIOZtS. 

75o. Soit 
Téquation d'une courbe CMD, et 
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i'é<(uaiîon d*une autre courbe CND' qu'on obtiendrait 
en faisant varier extrêmement peu la fonction f (.r) . Si Voti 
appelle â} rarcroisscmenl de l'ordonnée MP <[iiaii(l 

(m passe à ia seconde courbe, 
Tabscisse restant ia même, on 
afura 

= NP — MP, 

ou 9y = ^(.t) — ((x), 

i.eiie dillcrencc ây ^sl ce qne 
Ton nomme la variation de l'ordonnée ou de la fonction. 

On voit par là que la différentielle est raccroissement 
de [ordonnée quand on passe du point M à un point in- 
finiment voisin sur la même courbe^ tandis que la varia- 
tion est r.K t roisseraent (le cette mùiuc ordorinéo quan(î 
on pass(î du point M fi uii pnint infinim(?nt voisin sur une 
courba infiniment peu différente de la courbe donnée. 

' 7S6. On ramène les variations anx différentielles en 

I cL;ai (laiit ^> rommc une fonction de x et d un païauièlre 
a rbit relire t. Soit 

et supposons que ^{œ, t) devienne /(x) pour une cer^ 
taine valeur de f , et que pour une valeur peu différente 
t H- âty celte fonction devienne f (x) . En appelant âjr Tac- 

croissement infiniment pplit de j', lorsque t reçoit rac- 
croissement âi^ on aura 

fie 

Si au contraire t reste constant, on a 

(t.r 

Ainsi âjr et ffy sont les différentielles d\me même 
quantité; mais ùy est la différentielle de considérée 
comme fonction de /, x restant la même ; tandis qne dy 

est la différentielle <le y, cunsidéi ée comme fonction de.i , 
/ ne changeant j>as. 
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7o7. Il est souvenl iicccssaire de faire varier à la fois 
JL' ei ) , quand ou passe de ia courbe proposée à la courbe 
infiniment voisine. On représente alors par âx et par ây 
les accroissements, d^ailleurs arbitraires, de ces deux 
variables. Ou peut, sans établir de liaison entre ces aiv 
eroissements, rt gai iler x el ) eoiiime des foiK tions d'une 
variable indépendante /<, et d'un certain paramétrer: soit 

On supposera ensuite que pour une valeur particulière 
de f ) par exemple l = o, devienne une certaine ibno- 
tion de jr, f(x) et que jt devienne une fonction quel- 
conque de «, / («). Ou aurait doiu- 

f[u,o)z=z/{u}, l^frt, o)=:f [/(«)]. 
En faisant ensuite varier / d'une manière continue, à 
partir de o, la forme de la fonction de x, représentée 
par j , changera- insensiblement. 

Pnnr avoir les variations daxet de ) , on multipliera 
ptkvôt les dérivées de (f («, /) et de '^(", /) par rapport 
ù et i un aura 

au lieu que, si laissant à t une valeur constante on fai* 
sait varier m, on aurait 

dx = — du. dr — — <^«« 
du an 

7o8. Lorsque et j pienuuui les accroissements 
et toute fonction U, qui dépend de x, de y, et d^une 
ou de plusieurs dérivées de ^ par rapport à prend un 
accroissement correspondant ÛU. On appelle variation 
de U la partie de AU qui ne dépend que des premières 
jvii i>.sances iies varialions cîx el 3 y. 
Or, d après la tormule de Taylor, on a 
dV , dV ^ ' 
dx djr 
I (V IT , r/ li _ '/'L' , 1 



1,2 L*/»' dxdy d/^ 
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On aura donc 

5i 1 on considère x Gtj comme des ionclioa& d une va- 
riable indépendante u et d'un paramètre f , on aura 

dt ' 

'lû ^^f^^^ dérivée^ par rapport à de U considérée 



commit lonctiuii de x, r, — » et ces dernières 

dur as v 

quantités comme des fonctions de t, 

^ 759. On ap)>ell6 variation secomle d'une fonction U, 
la variation de <^U : on la désigne par ^*U. La yaria* 

tion de cette dernière est appelée vanation troisième de 
U et se ilébigue par d'U : et ainsi de suite. 

TUÉOUtMES sua LA l>EEMUTAliU« DES SIGNES 

760. La i>ariation de la différentielle d'une fonction 
de X est égale à la différentielle de la variation^ 
En effet on a (758) 

dt * 

d.^ 

d.SUz^^^duit, 
du 

Donc 

6,dV = dJV^ 
ce qu'il fallait démontrer. 



. j ^ .d by Google 



GIMQUAMTB-ITBUVIÉIIE LEÇON. a63 

76t. On conclut de là 
puisque 

et généralement 

76â. Réciproquement, on peut aussi iniewertir l'ordre 
, (las signes â GiJ*' 
En efiëi, soit 



soient //« « t «i les valcius dt; la variaMe iiidépiMidanle // 
qui correspondent aux limites or» et Xi : ou aura 



I Vdx^f 



V ^/« . 
du 



Supposons maintenant que t se chauge en t-^Ôt: oit 

aura 

Puisc|ue les limites m« et «i sont indepeudanles de la 
variable t à laquelle se rapportent les différentiations.in- 
diquées par la caractéristique on peut difierentier sous- 

le signe J**:t Toi 

mais M ne variant pas avec f , on a t 
• \ duj d» 

cl si l'on opcic Tinlégralion par rapport à .r, il vieu- 



ou aura 
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ou bleu 



ce qu'il iâilâit démontrer. 

TAlUATlQlf D*1I1IB INTÉGEALB DÉFINIE. — CAS OU LA PONC- 
TION SOVS LE SIGNE NE DÉPEND PAS DBS LIMITES. 

703. Proposons-nous de trouver la variation de l'inté- 
grale déliDie 



où V désigne une fonction quelconque de a.', dey et d'un 
certain nombre de dérivées de y prises par rapport à x. 
Pour simplifier^ iioos supposerons que le nombre de ces 
dérivées se réduise à deux : soit 

D'après le tbéorème démontré (762), ou a d'abord 
Mais 

Or on a en général 

Donc, si Ton appelle (Vdx)«et (V^x)i les valeurs de 
YdjT'pour x s^ sOf^ et pour x = et si l'on pose, pour 
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abréger, 
on aura 

Substituant cette valeur dans léquation (i) qui revient à 
il en résultera 

Par cette première transformation, la fonclion V n'entre 
plus sous le signe que par sa variation et par sa diffé- 
rentielle. 

7iî4. Posons maintenant 

rfV rfV dV ^ dV 

(4) M = 5^, N=^. P=,^, Q=;j-^ 

on a 

V = M</.« 4- N <ir + P^f/y + Q <''7> 

Portant ces valeurs dans Téquation (3) et remplaçant 

dr dp dq -1 • . 

On voit que la fonction V n'entre plus sous le signe d'in- 
tégration. 

7d5. Pour simplifier encore cette expression, posons 

(6) w=oj — pd. 
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f*> représentant la différence des ordonnées qui corres* 

pondcMi, dans lesdeux courbes (755), à Tabscisse x + r/x ; 
on aura 

=s d9y — pd99 — dpix^ 

ou 

c= èdy pd9x — dpèx» 
Mais, à cause àxidy:=i pdx^ on a 

idyz=: p9djc + ipdx sz pdix + èpdx^ 

•donc 
d'où 

(7) ^ = d/? — 

On trouvera de la même manière 

(8) ^ = ^y-/^x. 

On peut donc mettre l'équation ( 5 ) sous cette forme 

766. On peut encore simplifier le second membre de 
cette égalité et faire sortir du signe ^les dérivées de la 
fonction arbitraire oà. On a, eu intégrant par parties, 

De même, eu iuiégranl deux fuis par parlics, 



« 
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' Substituanl ces valeurs dans l'équation (9)» on aura 

(.o).jr;v<.=[v.,.(p-g)..,g 



x;(«- 



_ j_ 



formule dans laquelle ^ •> ^ sont les dérivées de P et de 

par rapport à en considérant y y q comme liées 
à X, au moyen de Téquation inconnue ^ s=: f (ji?). 
En posant, pour abréger, 



la formule (io)4>ourra s*écnre plus simplement 
ou bien 

(I) ^ r 'v</*=r4- r '(K^^^K/?^«)</*, 

puisque Ton a iù = âf — p ix. 

*tiSt, On peut mettre F sous une autre forme, en*rem« 
dx 



plaçant» et ^parles «•leurs 



11 vieni alor& 
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CAS OU LA FOnCTIOV V REMFBRHB DEUX FOSTCTIOMS DE JT. 

768. S il enli ait dans \ une aitrr fonction -s ooiileoaiil 
X el quelques-unes de ses dénvceb, ou ublicndrail la varia- 

de / \ dx par un calcul analogue au précédcut. 

Soit 

y- fia: y ±. » ^, ^^V 



tiou 



on aura 



en posant 



— — 

r^-"' 

oi' =i J« 



Quant à la partie désignée par F', on l'obtiendrait eu 
ajoutant à F ]es termes qui résultent du chaugemeut des 

quantités P, Q, en P, Q', />'..• daus l'expros- 
sioià (il) du II" 71)6, 

CAS OU LA POKCTIOn V DÉPEND DES LtMtTSS DE 

■ 

l'imtégratio». 

769. Revenons au cas où la fonction \ ne contient 

<|u'une seule fonction de x, mais supposons maintenant 
<pi ellr ilé[)on(li' des limilcsjfo i rinlégration. 11 
faut, dans ce cas, ajouter à la variation de T intégrale les 
termes qui proviennent de la variation de ces limites, sa- 
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voil' 

Mais comme dx^, c^yo,...., cJxi, Jyi,. .. sont des con- 
stantes dans l'intégration relative à jc, on peut écrire sous 
la forme suirante 

les termes qu'il faudrait ajouter à F. Les int^raies 

/ r/x, I ~ dxy • . . , ne contiennent plus rien 

qui dépende des variations. 

On compléterait de la même manière la valeur de 

si V contenait deux fonctiops, r, z avec les 

dérivées de ces Ibuclioiis, et leurs valeurs aux limites. 



Digitized by Google 



370 coiru d'analyse. 



SOIXANTIÈME LEÇON. 

Suite de la vatUticn «tune intégrule défilé. — Autre moyen d'obtenir la 
variation d'une intégrale définie. — Maximum et minimam d'une inté- 
grale définie — Conditions relatives aux limites.— Cas où la fonction V 
contient deux fonctioi)'; <lc x. — Appticaiions. — Ligne la plus courte 
entre deux points, — d'un point k une courbe, — entre deux courbes. 



AUTRE MOYEN d'oBTENIU J a VARIATION D UNE INTÉGRALE 

DÉFinXE. 

770. Les calculs par lesquels nous venons d'évaluer 
la variation d'une intégrale définie peuvent être modifiés 
dans les applications. 

On a obtenu la formule 



I \dx=: j 6 



Âprès avoir remplacé dans V, qui est une fonction de JCyj-^ 

p et ^, ces deux dernières quantités par ~» ou 

prendra la variation de Wdx en considérant x, y, dxi 

df^ d ^ comme des fonctions du paramètre £. Le résultat 

conliendia, sous forme linéaire, les variations ojr, ôy 
et ùdx^ àdy^ . . . , ou les (lilVérentieiles dox^ dây^ .... 
Comme ou doit ensuite intégrer, par rapport à x, on fera 

sortir du signe au moyen de l'intégration par par- 
ties, les différentielles des variations âx^ dj^ de sorte 
qu'il ne restera, sous le signe, que ces variations multi- 
pliées par des quantités qui en sont indépendantes. Le 
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résultat sera de la forme 



(n) 



9 r'*Visfct=r-+- r'' (H^«-hK^r)<*»» 



H et K étant des fonctions connues de x, y et des déri- 
Tées de maïs ne contenant pas les variations de ces 

variables. Si Ton roinpaie ce résultat avec celuj (^u on a 
trouvé plus iiaut(7(5(i) 

Jx, Jx^ 

on en conclut que F et K doivent éti'e les mêmes dans 
les deux expressions, et Ton a identiquement 

771. Le calcul qui a donné Féquation (I) n'a servi qu*à 
mettre en évidence cette relation. Dans les applicalionr, 
on suivra la marche qui a donné la relation (II), sans 
passer par rintermédiaire de la quantité auxiliaire «a et 

sans recourir aux lormulcs générales (TliO). 

Si l on ne faisait varier que sans fairo varier JC, Ja» 
fonction o) se réduirait à dj et Fon trouverait 

jy se déduisant de F, par la suppression' des termes qui 
renferment âx^ et dxi,. 

Si Ton faisait varier x sans faire varier j-, on aurait 

I 



11" étant ce que devient F quand on y fait dy^ = o^* 

11% Les mêmes remarques s'appliquent au cas où il 
entre dans la fonction Y une autre fonction z àex aveo* 
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ses dérivées jpf et tf* On arriverait À une éqiiation telle 
que 

Maïs la marche suivie pour trouver la relation (II) don-* 
nerait encore 

et CCS valeurs devront être identiques. II faut donc que 
Ton ait 

MAXIMUM ET MINIMUM D UNE USTÉGRALË DEFIME. 

773. Proposons-nous maintenant de déterminer la va- 
leur de en fonction de x qui rendra l iniégrale 

U = 

un maximum ou un minimum. Pour fixer les idées, sup- 
posons que U doive être un minimum et soit y = j\x) 
la fonction cliercliée. Il faut qu'en donnant k x ex k y 

des accroisseniculs arbitraires et inliuinieut petits ox et 

ày^ raccroissement correspondant de Fin tc^ra le ydx 

soit constamment positif, quels que soient les valeurs et 
les signe» de èx et de èy. Or l'accroissement de cette in- 
tégrale se compusi' de deux parties. Si l on pose 

la prt iiiicre partie cJlI reufernu' les variations ^x, Jy, 
àp^ àq au premier degré et sous forme linéaire^ la se- 
conde partie contient les puissances de ces variations su- 
périeures à la première et leurs produits. Quand dU n'est 
pas nulle, le rapport de à dU a pour limite o. Donc si 
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Ton suppose dx et âj infiniment petites, le signe de Al] 
sera le même que celui de ^U. Il faut doîic, pour que U * 
ait une valeur minimum, que Ton ait dU = o : car au- 
trement, en changeant les signes des variations dx eidy 
sans changer leurs valeurs absolues, le signe de (JU et 
par fonséqiient ( elui de AU serait changé et U ne serait 
pas un minimum. Ainsi 

«U=so 

est la coiidiLiOii du luiriimum; c'est aussi celle du niaxi- 
mum, car la différence AU doit aussi, dans ce cas, être 
toujours de même signe, ce qui ne pourrait avoir lieu si 
la variation de U était différente de o. 

La condition o n'est pas suffisante pour qu'il y 
ait maximum ou minimum. En effet, d'après la série de 
Taylor, on a 

AU=*U-h— ^»DH ^-x^^U-h...; 

1.2 1.2.3 

si â\} est nulle, le signe de AU dépendra de celui de <J'U 
pour de petites valeurs de dx et de âj . Par conséquent, 
SI cî*U reste toujours positive, lorsque les variations dx 
etâj changent d'une manière quelconque, tout en restant 
infiniment petites, U sera un minimum. Si^ au con-* 
traire, reste négative, quels que soient ^j? et âjr^ 
U sera un maximum. Enfin U ne sera ni un maximum nî 
un minimuni si peut changer de signe. Mais on est 
souvent dispensé de cet examen par la iiaïui e de la ques- 
tion, qui indique clairement Texistence d^un maximum 
ou d'un minimum. 

774. L'équation ^ U = o revient à 

(1) r+ r 'K*»«tt=o. 

Je dis que cette équation entraine les deux suivantes 

(2) r=o, K = o. 

IL '8 
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Et d'abord la fonction K doit être nulle. En effet, sup- 
posons qu il II vu soit pas ainsi. On peut, pour cliaijiie va- 
leur de X comprise entre X9 et Xi^ changer à volonté les 
valeurs de âx et de âj cjui sont arbitraires, et conséquem- 
ment celle de qa ou âjr*^p^x^ en supposant constantes 
les valeurs de Jxf, âjr^^ àp^y ÙXt, ^ji, âpi qui som 
relatives aux limites ^0 et Xi . Mais le terme F, qui ne 
contient que les variations relatives aux limites, resterait 

constant, tandis que Tint^rale f Ko>fir, contenant la 

fonction arbitraire cd, ne pourrait pas toujours conserver 
la même valeur quelle que fût cette fonction e», et par 

conséquent l'équation (i) ne serait pas toujours satisfaite 
si K n'était pas zéro. 

Ou peut d'ailleurs établir ce point de la manière sui- 
vante. Comme » est une fonction arbitraire^ en la cboî- 
sissant de manière qu^elle ait le même signe que K pour 
cbaquQ valeur de si là quantité Cnie T est positive ou 
nulle, ou qu'elle soit de signe contraire à K, si F est 

n^ative, la somme T + | KcA<£r serait positive dans 

le premier cas, négative dans le second, au lieu d*étre 
nulle. I! faut donc qu'on ait R s o, d'où résulte aussi 

r = o. 

CONDITIONS aSLATiVES kVX LIMITES. 

775. Dans le cas où V ne contient que j, et if, 
Téquation 

K = o, 

est du quatrième ordre, puisque -j^ contient-^ ou ^» 

Il faudra iiuégrer cette équation, et Ton aura un résul- 
tat de. la forme 
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CODtènant quatre constantes arbitraires. Pour les déter- 
fimuer il faut avoir égard à l'équation 

r = o, 

relative aux limites de Tintégration.^Mais il est néces- 
saire de distinguer plusieurs cas« 

i*^. Si Ton se donne les valeurs àex^j^p,g aux deux 
limites, les variations de ces quantités étant nulles à ces 

limites, réquatioii r = o est identiquement satisfaite, 
et si Ton représente par f'(x,C, C, C", C) la dérivée 
de f (x, G, C\ C% a'), on aura 

^ ^ i^, = f (x„ C, C, C", G"), 

!/,,=:f'(x., C, a, c% C"), 

c'est-à-dire quatre équations qui déterminent les quatre 
constantes inconnues. 

a". Si 1 une des six quantités a:©, ) o» /^o? -S^n JKi^/^i 
reste arbitraire, par exemple, l'équation F = o se 
réduit à Qi =: o, ce qui, avec les équations (i), fait cinq 
équations pour déterminer les quatre constantes et la va- 
leur de Pu 

Si Ton avait entre les valeurs de jr, jr^ relatives 
aux limites, une équation. 

(a) f («0, j',, «„ 7„ — o, 

on diflereutîerait cette équation par rapport au paramè<> 
tre /, et Ton aurait , 




En portant la valeur de àp^^ tirée de cette équation, 
dans l'équation 1 =: o, il faudra égaler à o les coefficients 

de (ÎjCo> ^J^O' ^/^»' ^"^i ^J^' aura donc cinq équa- 
tions qui, réunies aux équations (i) et (2), suffiront pour 
déterminer les dix inconnues C, C, €J\ C"\ Xo, jr^t p^t 
^ufuPi* 

18. 



t 
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Ces exemples suffisent pour montrer comment on de- 
vrai t opérer si Ton avait deux on un pins grand nombre 

d'équations relatives aux limites. 

CAS OU LA FOHCTtOn V CONTIENT DEUX FONCTIONS DE X* 

« 

776. Supposons maintenant que la fouction V con- 
tienne deux fonctions y et z de la variable x. On aurait 
alors 

(1) 0 r 'v^=r-+- f '(K»H-K'«')£ir = o. . 

Cette équation équivaut aux suivantes 

(2) 1=0, K=o, K'=o. 

En effet, tù et 0»' sont deux fonctions do x arbitraires et 
indépendantes Tune de l'autre, et F ne contient qne les 

valeurs des variations relatives aux limites de l'intégrale ^ 
donc, sî K et K' n'étaient pas nulles, m laissant cons- 
lan t{ s les valeurs des variations relatives aux limites, on 
aurait F = o, tandis qu'on pourrait faire varier tù ettù' 

de telle sorte que TintégraJe / (Ka> + K'o)') dx ne fût 

pas égale à o. On doit donc avoir 

R=:o, K' = o, 

<'t par €oiiaei|ueiil 

r =5 0. 

Les deux premières équations déterminent et x en fonc- 
tion de X, La troisième sert k déterminer les constantes 
introduites par l'intégration des deux premières. 

777. Nc^s avons supposé que felz étaient des fonc- 
tions indépendantes l'une de l'autre. S'il existait entre 
elles une relation 

(i) F(«, r, ») — 

les variations et qz ne seraient plus indépendantes. 
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On doit avoir, dans ce cas, 

dV. rfV\ ./F. 

équation que l'on obtient en dillerenlîant l'équation (i) 
par rapport à t. Remplaçons âyetâz par leurs valeurs 

il vient 



OU 



/dF rfF r/F dF rfF , 



OU euiin 

/ , rfF r/F , 

car on a 

d;v djr dz ' 

en difl'ërenliant Féquation (i), par rapport k x> 
De rëquation ( 2) on déduit 

dF 
dz 

et, par conséquent, 

. \ i) 

Pour que cette variation soit nnlle, il faut que Ton ait 

dz dy 

Cette dernière équation et l'équation (i) feroni eonnai"- 
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trefvt z eu fonction de x. Quant à i équation F = o, 
elle servira à déterminer les constantes. 

778. On peut aussi éliminer l'une des (juanlités w, ci)' 
au moyen d*un facteur indt leruiiné. Eu multipliant par A 
réquation (a), et ajoutant le produit à la fonction qui 

est sous le signe dans l'expression de \ dx, on a 
ou Bien 

On profiti; de rindétermination de X pour faire dispa- 
raître en posant 

(3) K'4-^^ = oj 

et couime qui reste encore sous le signe J* > est tout à 

fait arbitraire, il faut égaler à o la quantité qui le multi'^ 
plie, ce qui donne 

(4) K + xJ=o. 

En éliminant A entre les équations (3) et (4)9 on obtient 
l'équation déjà trouvée 

dz dy 

779. Les diiiéreuts cas qui viennent d'être exaoûnés 
montrent la marche à suivre dans le cas le plus géné- 
raly c'est-à-dire dans celui où la fonction V contient un 
nombre quelconque de variables liées entre elles par des 
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équations données, les valeors des variations qui se rap- 
portent aux limites de F intégration devant satisfaire à 
certaines relations données. Passons maintenant aux 
exemples. 

UGHiE LA PLVS COURTE EMTAE DEUX l>OIliTâ. 

780. Ou demaudc la ligne la plus courte entre deux 
poinis A et B, et située dans un plan qui contient ce.s 
deux points. 

Prenons deux axes rectangulaires dans ce plan et soient 
^if coordonnées des points A et B. Dans 

« cet exemple on doit avoir 



11 faut maintenant poser 



K= N 1 ^ = o; 

mais (764) 

N=:o, P= — Q=o. 
Donc on doit avoir 

ou ' - = const.y 

sJi + P' 

ou, ce qui revient au même, 

à ou 

(2) r=:C*-hC', 

C et C étant deux ronstanles. D'ailleui.^ il suiiil cpir I e- 
quation K = o soit satisfaite, puisijuc les valeurs de x et 
de y, relatives aux limites, étant fixes, les variations 
àj^^ âXiy àji sont nulles, et, par suite, on a 
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identiquement r = o. La ligne cherchée est donc une 
ligue droite*, les constantes C et C se détermiaerant par 
les équations 



LIGUE LA, FLtJS COVKTB D VIT POINT A VMB COVRBB PI.AIIB. 




781 . Soient A le point donné et BB^ la courbe donnée 

Fig, i3i. située dans le plan xOj, et 

ayant pour cquaiion 

(«) X='H--)' 

Soit ÂB la ligne la plus courte. 
LVxtrémité A de cette ligne est 
fixe; l'autre extrémité peut va- 
rîer de position sur la couil>e BB'. 

En conservant les mûmes noiatioiks que dans le cas 
précédent, on arrivera encore à l'équation 

(2) y=.C-c + C', 

et en conséquence la ligne cherchée est encore une ligne 
droite. 

Il faut maintenant détei^miner les constantes C et 
Or on a t 

ix^ =: o, Sy, = o, Q =s: o ; 

mais les variations âXi et dyt ne sont assujetties qu'à la 
seule condition que le point ( jeti + ^Xi^ yi -h ^jTi) soit 
sur la courbe donnée. On a donc 



doù 

et comme 
ou en conclut 



«-H/»! +'(«i)=o. 



Digitized by Google 



SOIXANTIÈME LEÇON. 



ou 

(3) 

puisque 



On déterminera ensuite les constantes au moyen dés 
équations 

j . = Cxo -t- C, iH- C 4»' ( ) o, 

Il résulte de T équation (3) que la ligne la plus courie 
entre un point et une courbe est une droite normale à 
cette courbe» 



J-iGiNt i-A PLUS COURTE ENTRB DEUX COURBES. 

78â. Soient 
(i) r 

(a) r = ^i^)f 

les équations de deux courbes situées dans le même plan. 
En raisonnant comme dans le cas précédent, on trouve 

que la liî;ne cherchée est encore 
une ligue droite, 

(3) y=CarH-C'; 

mais la déterminaUon des con- 
stantes ne se fait plus de la même 
manière. Dans ce cas âxo^ ày^y 
dxi, â/i peuvent varier, avec 
les conditions que le point A' {xq ■+- âxo^ yo-h^yo) soit 
sur la courbe (i) et le point B' (x^ -hâxi^ yi -h ^Jr^) sur 
la courbe (a). Mais Téquation F o se réduit à 

§.r^ -+■ pt 5/, 




^.Tç p„ Cl^o 

— O, 
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qui se chaugu, comme dans le cas précédent, en celle-ci 

(4) ^x,[i-|-Cf (x,)] — ^./.«[H- C^' (X,)] = o, 

à cause des équations 

Or les variations ^jTo et âxt étant indépendantes Tune de 
Tautre, Téquation (4) se partage en deux, 

î I-|-Gf'(j:,)=sO, 

qui réunies aux suivantes 

jr, = Cx, 4- C, J,=^j.(x,), 

déterminent complètement les constantes C et C et les 
coordonnées jto, jr^^ Xt^ jti des extrémités de la droite 
minimom. 

Les équations (5) font voir que la ligne la plus couru- 
est une uoruiale cominuue aux deux courbes proposées. 
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SOIXANTE ET UiNlÈHË LEÇON. 

Suite des appiicattons du calcul des riariations. — Aulre manière de résou- 
dre les pi-ublème& précéUents. — Ligne la plus courte eutre deux puints, 
dans Peaptee. — Ligne la plna courte sur nn« surface donnée. —Surface 
de férolntion minimum. 



AUTEE MAMIBUE DE RÉSOUDRE LES PROBLEMES PRÉCÉDENTS. 

783. Au Heu d'appliquer les formules générales, on 
peut opérer directement comme il a été expliqué au 
n*^ 770. Dans les trois problèmes qui précèdent on doit 
avoir 



(l) èÇ =; OJ 

.mais en posant ds — ^dx'^ + ày^^ on a 

et comme l^int^ration par parties donne 

dix = -3- a* — / Sxd —, 
ds ds J ds 

Téquatton (i) prend la forme 



Mais de l'identité 



on tire 



dv dx dy dy 



a84 couES d'ahaltse* 

d*où 

dy tir ,dr 

d — = ---d— = — pd—' 

as dx ds ' ds 



Par suite, pour que la quantité placée sous le sîgue d'inté- 

dx 
"S 



gratiou soit nulle, il suiEt que l'on ait d =iO ou 



e=s o. Supposons 

. — dx 
(3) é^=o; 



il eu résulte 



— CODSt., 



OU 



et 

(4) yz^Cx^a^ 
équation d'une ligne droite. 

784. Déterminons maintenant les constantes d'après 
la nature du problème proposé. 

i". Si les deux points (xo, >'o)> (^u ^i) sont donnes, 
les variations des limites ùx^^ âf^^ àXx^ âjTi sont nulles 
et Téquation F s o ou 

est satisfaite identiquement. Les constantes se détermi- 
nent par les équations 

■ 

2**. Si le point A (x©, j o) est fixe, et que l'autre point 
B (jCi, yi) doive se trouver sm* une courbe donnée, 

(5) r = 

on a 

ix, = O, $}\ = o, 
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Cl rÀjuation r = o se réduit à 

OU i4---~— o- 

ce qui montre que la droite (4) est normale k la courbe 

(5) , car de fx=é [Xi) on lirecîyi = îJ^' (xt) âx^. 

Les constantes C, C et les cooidoiinëes <iu poiut 
extrême B sont déterminées par les équations 

jp = C«,-4-C', I -♦-Cf (.r.) = o, 

3**. Enfin sî les deux points Â et B doivent se trouver 
sur deux courbes données 

(6) jr=:ç(a;), ^ — 



on aura 
ce qui donne 



L'équation F = o se réduit alors à 
et se partage en deux : 

1+ g f (*.)=«>. 

parce que dxo et djCt sont des quantités indépendantes 
et arbitraires. On conclut de ces deux équations que la 
droite cherchée est normale aux courbes données. 

Les constantes C et G', les coordonnées Xo^ r, , jt 
des extrémités de la droite minimum sont déterminées 
par les six équations 

/, = Car,-»-C', j«s=y{x,), i-hCy'(jr,)— o, 

^,sz=C*,-î-C', j^,==.}(x,), H-Cf{.r,)=0. 
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LIGUE LA. PLUS COURTE BUTEE DEUX POINTS, DAHS L ESPACE. 



785. Jusqu'à présent nous avons supposé qu'où cher- 
Fig, i33. chait la ligne minimum parmi 

toutes les lignes situées dans un 
plan donné. Cherchons mainte- 

iiaiil cjuelle est, clans l'espace, la 
lîgne la plus courte réunissant 
les deux points A et B. 

Soient Xoyj'ov^o coordon* 
nées du premier point et x^^yi^ 
Zi celles du second. La longueur 
de Tare ÂMB sera représentée par 




\dx J 



Nous aurons donc, dans cet exemple* 



\'(ix = yidx' -h -h dz' = ds, 



doù 



dsd Sx -h djd 6j 4- dzd S z ^ 



ds 



et par conséquent, en intégrant par parties, 



(') 



ds ' ds^ 

11 faut maintenant égaler à o l expressiou bous le signe 

et romme les variations dx, dj, ôz sont indépendantes 

et aibiiraires, on aura 



= o, rf -j- = o, r/ — =r o, 
dn d» d$ 
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Mais ces trois équations se réduisent à deux distinctes. En 
«ffet, de Fidentité 

da» r/j' dz' 



on tire 

dx (Ir dy fÎY (iz dz 
ds ds ds ds ds ds 

doue si l'on a #£—=0, d^ = o^ il en résultera 

as as 

jdz 
ds 



Des équations 



on tire, par une première intégration, 

dy dz, , 

ou, ce qui revient au même, 

dy _^ dz ^, 

dx ^ dx * 

et, en intégrant de nouveau, 

(3) ^cscjp-i-C, » = c'j?-*-C', 

équations d'une ligne droite. 

786. Pour déterminer les eonstantes c, c', C, il 
faut distinguer plusieurs cas. 

1^. Si les points A et B sont donnés, les variations 
^0*0, 5j 0, • • • î «ont nulles, cl Téqualion F = o est satis- 
faite. Les quatre constantes se déterminent en substituant 
les coordonnées des poiiiis A et B, dans les cquaiious de 
la droite. 

îi*». Supposons que les points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes ÏK, LN, ayant pour équations, la pre- 
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mière 

(4) Jr = fi<^U « = +(*)> 
et la seconde 

(5) r = *(^), 2=V(*); 

Féquation Fso, formée au moyen de Téquation (i), 
se réduira aux deux suivantes, 

En effet, appelons Ôg^ et o Jj les deux arcs infiniment 
petits A A' et BB', situés sur les (ouibes données, A'B' 
étant une courbe quelconque iuluiimeut voisine de la 
droite AB. On pourra mettre F sous la forme 
. /dx 9 or tlyijr^ ^!^?5^ 

( • \ds âa ds df Sa).' 

Les facteurs entre parenthèses ont des valeurs fixes, 

car ils représentent les cosinus des angles que la droite 
AB fait avec les courbes aux points A et B. Comme d'ail- 
leurs ^0*0 et sont des quantités indépendantes Tune de 
Tautre, on voit bien que Téquation Tz^xo entraîne les 
suivantes 

l(lx§.T flySy dz^z\ __ 
\rf* ds Sa ds3o) t~~ ' 

(dx9x dySj dzSz\ 
ds Sa ds ^ff S ^cr/o ~ ° ' 

et ces équations, qui sont au fond les mêmes que les 
équations (6), expriment que la droite AB est normale 
aux deux courbes. 

A cause des équations ( 3 ) , on a 

(ty fh ^ , 

djc ' dx * 
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Cl, puisque les extrémités de la ligne A6 doivent rester 
sur les courbes (4) et (Ç)^ on aura 

Les équations (6) peuvent donc se mettre sous la forme 

' I -f- ' (x,) -h (JP.) = o, 

et, réunies aux huit suivantes, 

= <: X, -t- C, = ex, H- C, 
a,=5c'ar.-hC, s, = -I- C, 

elles forment un système de dix équations propres, à dé- 
terminer les quatre constantes et les six coordonnées des 
points extrêmes de la droite. 

3®. Supposons que les points A et JB doivent être sur 
deux surfaces données. On pourra encore mettre F sous 
la forme (7), en appelant c^^o et â^t deux arcs infiniment 
petits AA', BB', situés sur les deux surfaces ; et comme ces 
d^lacements des points A et B sont indépendants l'un 
de l'autre, on aura encore 



ds ds 



Sy dz9z' _ 
9a dsêer 



La première équation exprime que la droite AB est nor- 
male -à une courbe quelconque- située sur la première 

surface et passant par le point A : donc la droite AB est 
normale à la première surface. Cette droite est, par la 
même raison, normale à la seconde surface. 

n. . '9 
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I .es ioiKsiaiiles et les roordoiinecs d(!.s points A el B se 
délerminerout comme dans le cas précédent* 



LIGNE LA PLUS CODRTE SUft HUE SUftFACE DOHirÉE. 

787. Soit 
(i) F(«, y, ») = o 

réqu.aioM d une .surface courl)(*, 1 1 proposons-nous de 
trouver la ligne la plus courte AiVlB que Ton puisse tra- 
cer sur cette surface entre deux de ses points 

A(*„r». »•) et B(x„ri»*.). 

Toutes les courbes que 1 ou doit compai ci dans cette 
question étant sur ia surface (i), les variations des coor- 
données doivent satisfaire k Téquation 



rfF. //K, tir. 



L'une des conditious du minimum est 
(3) 



(ùc dy dz 

d$ ds d$ 



Mais de l'équaliou (y.) ou peut tirer la valeur de eîz, et 
la porter dans Téquation (3), qui devient 
d? \ / dV 



dx d.T dz 

*^di^dîrds 



(h d y dz 



= o, 



dz / \ ét 

et celte équation, à cause de l indept udancedes variations 
àx et d[^, revient aux deux suivantes 

d^ 



(4) 



jdx dx dz 

dz 

d¥ 

dy dy dz 
'^d^—^d.^''' 
dz, 



Digitized by Goo^^Ic 



SOnCANTE ET UNIÈME LEÇON. 29 1 

On a en outre F équation de la surface, ce cpii fait trois 
équations pour déterminer les deux fonctions y et z. 
Mais on doit observer que l'une d^ Rations (4) est une 
. conséquence de l'autre et de l'équation (i). En effet 
on a ' ' 

• 

df dF ~~dF' 
dy ~dz 

ou bien, en désignant par â\ là valeur commune de ces 
■ trois rapports, 

,dx dF 
ds 4x ^ 

Ajoutons ces équations, après les avoir multipliées res- 
pectivement par ^» ^ » ^: nous aurons 

Or le premier membre est nul puisqu'on l'obtieudrait 

en ditïcreiuiaul 1 c't^uation 

r/x- dy^ dt^ • 

dF d^ ;^ 

k coefficient de ^ , dans le second membre, est aussi nul 

à cause de l équaiion (1). Donc l'équatfon (5) est une 
idendté. Par conséquent Tune des éqpations (i) et (4) 
est une conséquence des deux autres. 11 suffira d en con- 
sidérer deux pour que la ligne cherchée soit déterminée. 

788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont' 
nonmiées lignes géodésiçues de cette surface : elles jouis- 
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sfiil de telle propriélé, que tous lr»u s jjlansosrulatenrs sont 
normaux à la surface. Eu eiiet, soit K ie ceuUt; de c oui - 

bure de AMB au point M. 
. La droite MK fait avec les 
axes des angles dont les co- 
sinus sont proportionnels à 

^57' "^d^' "^Hs' 

D'un aulrc côté la nor- 
male à la surlate. au point 
M, fait, avec les axes, des augles dont les cosinus sont 
proportionnels à 

11 ^ 

dx ' dj ' dt 

MaiSf d'après les équations (4), ees trois dérivées sont 
proportionnelles aux quantités (6). Donc les angles for- 
més parles deux droites avec les axes sont égaux, et la 
normale h la surface coïncide en direction avec le rayon 
de courburc, ou, en'd*autres termes, le plan osculatenr 
en un point quelconque M, d^une ligne géodésique, est 
normal à la .-^uiiace. 

Les constantes se détermineront comme dans le pro- 
blème précédent, et Ton verra de la même manière que 
si la ligne cherchée doit aboutir à deux courbes données 
sur la surface, la courbe AMB les coupera à angle droit. 

789. Il est bon d*observer que la propriété d*ètre la 
ligne la plus courte entre deux points quelconques d'une 
surface peut n exister que pour une certaine portion d'une 
courbe. Par exemple, sur la sphère, le plan de tout 
grand cercle (qui est en même temps son plan oscula- 
teur) est normal à la surface. Mais la propriété du mi« 
nimum appartient seulement aux arcs de grand cercle 
moindres qu'une demi-circonférence. 
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SURFACE DE RÉVOLVTlOlf MINIMUM. ' 

790. Etant donnés, dans le même plan, deux points À et 
B, et une droite CD, trouver une courbe AM6, située dans 
ce plan, et qui, en tournant autour de CD, engendre une 
Sttrîace de révolution dont Taire soit la plus petite pos- 
sible. 

Prenons pour .ixe des x la droite CD, et pour axe 
des une perpendiculaire à cette droite. Soient x^j^ o 
les coordonnées du. point A, et jTi, celles du point B. 
La surface engendrée par AMB étant représentée par 

27r / yds^ la question proposée revient à chercher le 
minimum de J* jfis. Or on a 

/» -r, /I or, /♦ X, 

maïs «b' = dx* -h (ijr\ 

d'où 

dsSds = dxèdx 4- djàdy q=: dxdàx + dydày ; 

donc 

i dx dr \ 

s j jds = J \^§jds-^j'-^d5x-\- y-^dâjy 

et, en intégrant par parties, 

Il Alut égaler à zéro la quantité placée sous le signe J ' 



Digitized by Google 



294 COUAS d'akalyse. 

dans le second membre, ce qui donné 

(.)• . «^(.J)=o. 

(2) .ù-d ^jr^^z=o, 

mais la seconde équation est une conséquence de la pre- 
mière. £n effet; on a identiquement 

car cette équation revient à 

ou . 

''■^ U + ;è ) - ''•^ + ^ U;' s + i-'i) = °' 

conséquence des équations 

dx ^djr dy ^dy 

ds ds ds ds * . 

H suffit donc de considérer Téquation (i), qui donne 

dx . ' 



d'où ■ j-=cy/,H-g, 
et en résolvant, par rapport à dx^ 



dx^ 



L*intégrale de cette équation est 
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à^on l'ou tire 




équation d^trne chaînette (S74, 2°). 

Les constantes c et </ se déterminent comme dans 
l'cxoraple précédent. Si Ton .fait passer Taxe des y par 
le point le plus bas de U courbe, ou a.c = o, et 

Si les points A et B, au lien d'être fixes, devaient se 
trouter sur deux eoùrbes données, on obïîendrait encore 
une chaînette normale aux deux courbes données. 
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SOIXAKTE-DEUXIÈME LEÇON. 

SitUede» ^pU^mii^mt etileul dn a'â» i.ifiojw. — fiprchistochrone. — Re- 
marques sur Vcquation K = o. — Maximum ou .minimum relatif. — 
Problèmes sur les îMpérimétre».' 



BRACHISTOGHAOltE. 

791. Efnnt donnés deux points A «t B, trouver la 
courbe AMB que doit suivre un point pesant pour alUr 
du point. A au point B dans le temps le plus court pos- 
sible. Cette courbe s^appelle la bracfustockrone ou 

courbe de plus vite descente. 

Prenons une verticale qoekoiiquc pour axe des x, et 



fig, i35. , 



deux axes rectangulaires Oz et 
Ojr dans un plan Horizontal 
quelconque. Si l'on suppose que 
le mobile soit parti du point 
A(xo, ^o)» sans vitesse înî- 
■ liale, ou auia, en désignant par 
V sa vitesse au point M (x, j^^ z)f 

(i) V» = a^(a:— a?.). 

Mais s étant l'arc parcouru, et t le temps écoulé^ ou a 

yak 11 r qu il fant pK iidre positivement, parce que Tare 
augmente coutiuueiiement avec le temps. 11 en résulte 




d'où 



ds 



On aura doue, en appelant T le temps nécessaire pour 
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parcourir l'arc AB, et l'abscisse du point B, 

Il faut maintenant chercher la variation dé Tintégrale 

ds * 



(2) T — — Ç 



s 



En posant 

X = . ^ 

on aura 
Mais 

d'un âuire côlé, 

= -h ^ rf* y 4- ^ rfd«. 

as as at 

Mettant ces valeurs dans Tequation 

(3) 9 J Xds^o, 

on a 

Intégrant par parties, et iaisaut sortir du signe les 
difTërentîelles des variations, on a définitivement, 




ixdlX 
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Pour que la ijuautité placée sous le sigue dans la 

deuxième intégrale soit nulle, il faut égaler à o les 
coeflScients des variations âx, d>r, âz^ ce qui donne 



I / dxX 

-(4)=«. 



Les deux dernières équations sont suffisantes. En effet, 

ou a 



I ds 

i ï = ». 



(,« — X,) ' 

car 

~ a A. -T" — r — O. 

3 — 
(X— JF,)* 

li suit de là qu on aura 

ds ds 

ou 

d OÙ i on (iéiiuii 

dt ~~ a 

et 



a 
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792. Cette équation montre d'abord que tous les points 
delà courbe sont dans un même plan vertical. 

En remplaçant ds par ^dx*-hdy* et C par — = pour 

rhomogénéité, on déduit de la première des équations (4) 



<§r = <to y^- 



Si FoD prend le plan de la courbe pouif plan des et 
le point de départ Â pour origine des coordonnées, on a 
Xo — o, et l'équatton diKérenjdelle de la courhe se ré* 

duil a 

(6) • dr = j.^j^ 

équation d'nne cycloïde dont le sommel est an point A, 
dont la base est horizontale, et dont le diamètre du cercle 

générateur est égal ka. 
En intégrant (6), on a 



1 a — ax I ; 

js-aarcGOS yaa^ — jc** 

On déterminera la constante a ou le dîaiyiètre do cercle 

générateur en exprimant que la eourbe passe par le point 
B(xj, j"]). On peut aussi obtenir cette ligne pai la eoa- 
structioo suivante. Décrivons une cycloïde quelconque 

ayant son sommet en A et pour 
base A/, et soit b le point où 
AB rencontre cette courbe. A 
cause de la similitude des deux 
eyeloides, c et C étant les een- 
Ires des circonférences généra- 
trices qui correspondent aux 
deux points h et les triangles AHC, abc sont sem- 
blables ..Or by B etc étant connus, il suffira pour avoir C 
de mener BC parallèle à bc jusqu'à la rencontre de Ac 
prolongé. 

Le temps employé par le mobile pour aiiei de A en IV, 




* 
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est égal à -^-^ f ~ (791 ), «ih prenant l'orij^iue des 
^ S g SX 

coordonnées an point A. Oh aura donc, d'après Téqua- 
tîon de la courbe, 



arc cos 



793. Supposons maintenant que les deux points A et B, 
au lieu d^ être donnés , soient assujettis à se trouver .sur 
deux courbes données CD, ËF.On obtiendrait encore une 
cycloïde AMB, située dans un plan vertical. Pour déter- 
miner les points A et B qui fixent sa position, il faut 
avoir rccoui s à l'éqixaliou générale F :=:i o qui est ici 

(dx , dy ^ dz^ \'\ ^ r'^ I ds 

Comme les <U'pIacements des points A et B sur les deux 
courbes sont indépendants l'un de Fautre, on a d'abord 

Cette équation exprime que le cosinus de l'angle TBIJ est 

nul, BT et BU étant les tan- 
gcnies menées par le poim }j 
aux deux courbes EF ei Ali : 
donc la cycloïde AMB coupe ËF 
à angle droit. 

Il faut maintenant égaler a o 
le reste du premier membre de 

1 équation r = o; mais aupaïa- 
\ant ou peut la sinipiitier. En effet, ou a pour tous les 
points de la courbe AMB (791 ) 




I 

+1 



dx 
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d'où Ton lire cii iiitésraul 



1. ",(«-*.)^ ■ 

# • 

Siibsthuani «elle valeur dans réquation r = o, elle se 
réduit à 

Cette équation ne parait pas symétrique par rapport 
aux variables; mais on peut rétablir la symétrie de la ma- 
nière suivante. On a trouvé, G et C étant deux constantes, 

as as 
donc on peut écrire et^X^^ à la place de 

^X^^ et (x^) • L'équation (a) devient alors en 
divisant par Xi, facteur commun. 

Cette équaiion exprime que la cycloïde coupe à angle 
droit la courbe CD. 

Les constantes et les inconnues oto , , , , , Z| 
se détermineront comme dans les exemples précédents. 

REMARQUES SUR L IIÏXÉGRAXION DE l'ÉQUATIOU . K = O. 

794. C'est ici le lieu do placer quelques observations 
sur réquation différentielle 
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qui , daii$ certains ras particuliers, peut être înt^rée plus 
facilement que dans le cas général. 

Supposons abord que N soit nulle, c^est-^-dire 
que / n'entre pas explicitement dans V. L*éqnatioii ( i ) 
réduit alors à 

d'où résulte • • 

(a, P-g = C. 

Cette équation n*est plus que Hu troisième, ordre ^ en 
supposant toujours que V ne contienne pas de dérivées 

d'un ordre supérieur au second. 

5**. Si M = o , c'esi-à-dire si X n'entre pas explicite- 
ment dans V, Téquatiou K = o se réduira encore au troi- 
sième ordre, en prenant y pour variable indép4>ndantc; 
mais on peut encore y parvenir de la manière suivante. A 
cause de M =^ o , on a 

d'ailleurs 

N — — -h^ = o 
dx <te* " 

Eliminant N entre ces équations , on aura 



d'où 



dp dq 



c. 



(3) v = P/> + Q^-^^^.. 

équation du iroisieiuc ordr e seulement. 
3^. Si l'on avait à la fois 

M = o, N = o, 

réquatioti (3) se ramènerait au deuxième ordre. On 
aurait aloi's 

rfar * «far» 
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3o3 



et Téquatloti (3) deYiendrait 

(4) V = c'/>H-Q9-h<:. 

Voici un problème dans lequel ces simplifications se 
piesealeut. 

795. Problème. Trouver une courbe plane AMB tellej 
çue l'aire ACBD comprise entre l'arc AMB, les rayons 
de courbure AC et BD qui correspondent aux deux points 
extrêmes A B, et la portion de développée CD com- 
prise entre les centres de courbure C et D soit un 
minimum. 

11 ne peut pas y avoir de inaxiiiium, puiscjue Alî deve- 
nant une ligne droite, la sui tace correspondante serait 
infinie. Eu prenant une courbe peu différente de celte 
droite, on aurait donc une aire aussi grande qu'on vou<^ 
drait. 

Soient MK et M' K' les rayons de courbure de deux 
Fig, i38. points infiniment voi- 

sins M et M'. Le trian- 
gle inliniment petit 
MK'M' est égal a 

^pàs'y en appelant p 

le rayon de courbure 
MK et ds Tare infini- 
ment petit MM'. On en conclut aisément que la surface 

en question a pour mesure 

9 




n 



X9 et X} étant les abscisses des points extrêmes A et B. 
Comme la fonction V ne contient explicitement ni x 
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nîjr, nous appliquerons la formule 

'(») V=:Qry H-c>-hc: 

on a donc 
ou 

Pour intégrer cette équation il faut changer les. axes ; 
mais il est nécessaire de la mettre d^abord sous une autre 

s 

forme. Comme p = - — Féquation (2) revient à 

c' p c 

Soit^Tangle MTx que fait la tangente MT au point 
M(x,j) avec Taxe Ox : on a tang0:=;?, d*où 

sin $ = ~fJL^9 cos $ = " — • Par conséquent, 

ft = ^sînO -|-<^cos9. 

Soient maintenant a et a deux nouvelles constantes , 
telles que 

on aura 

2 

f 

c r 

sm a = r •> cos a = 



on a ainsi * 



0 = 2 a sin ( 0 — a ) . 

Prenons maîutenaot deux nouveaux axes rectangu-. 
^ laires Ox' et Oy\ tels que a/Ox = a. 
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Si Ion fait Q — a = 6', on aura 

p = aa siD B\ 

Fonuuns maintenant l'équaiioD différentielle qui con- 
vient à ces nouveaux axes. On a 



d'où »» t' = 



rl\T 



Bemplaçons p par d^y * valeur qui suppose la 

courbe concave vers Taxe des : on a 



équation différentielle de la courbe cherchée, par rap- 
port aux nouveaux axes. On tire de cette équation 

d'où 

(4) 

En supposant la constante c connue, oii ^ùt imaginer 
l[ue r axe desj* soit transporté parallèlement à lui-même, dë 
telle sorte que toutes les anciennes abscisses soient dimi- 
nuées de c. L équation différeniiellc de la courbe est alors 

a 

*= 57'' 

n. 3o 
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ou 

(5) dr^d^^l-t. 

La courbe cherchée est donc une cycloïde dont l'axe est 
dirigé suivant Taxe des Xs àoni la tangente au som- 
met est l'axe des y* 

Pour déterminer let constantes , au nombre de quatre, 
que renferme l'équation de la courbe rapportée aux an- 
ciens axes, il faut distÎDf^er plusieurs cas ; 

i". Si les points A et B sont donnés ainsi que les tan-^ 
gentes à la courbe en ces points, Téquadon F^^o est sa* 
satisfaite identiquement, car on a ix^ = o^ ây^t^Oj 
âpo^o^ .... On aura les quatre constantes en substituant 
les coordonnées des points A et B dans Féc^uation de la 
courbe, et en exprinianl que les laugentcs eu ces points 
sont données. 

3^. Si I on donne les points A et B, sans donner ies tan- 
gentes à la courbe en ces deux points, Téquation r=o 
deviendra 

et comme les variations âpt et âp^ sont indépendantes 

l'une de 1 autre, il faut que Ton ait sépaicnient 

Q, = 0, Q. = oi 

on a trouvé) généralement, 

et comme i-^ ne peut pas être uul, il faut que Ton ait 

, 9, = CD , 7» = co • 

On déduit de là que les points A et B sont les points 

de rebroussement de la f:jcloïde , car 17 = oo indique que 
le rayon de courbure est nul aux points A ctB. 

3." On peut se donner le point A ainsi que la tan- 
gente à la cyclotde en ce point , et supposer que le point B 
doive se trouver sur une courbe donnée 
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Dans ce c as 1 ecjuatioii F — o se compose de deux par- 
ties : un terme contenant oxj, et le terme Qi dp^ ; dx^ et 
àpx étant des variables indépendantes, on doit avoir 
Qi = o , d'où ^1 =s 00 . Ainsi le point B est encore un 
point de rebroussement de la cycloïde. 



MAXlMUlt ou MINIMUM ESLATIF. 

796. Dans les questions préc^entes, il s'agissait de 
rendre maximum ou minimum une intégrale définie 



i 



1 ^ n 

\ sans autre condition. On peut ajouter au 

problème la condition qu'une autre intégrale définie 
U dx ait une valeur déterminée /. Par exemple, soit 



proposé de trouver parmi toutes les courbes de même lon- 
gueur ly terminées à deux points Â et B , celle dont Taire 
comprise .entre cette courbe, Taxe des abscisses et les 
deux ordonnées extrêmes est un maximum. La questi<»ik 
consiste à déterminer j en fonction de x, de telle sorte 
qu'ayant 

-T, ^ 



l'intégrale f * ydjc aàt une valeur plus grande bu plus 

petite que si l'on reiuplaçaU j par toute autre fonction de 
X, satisfaisant à l'équation précédente. On dit alors que 
l'intégrale admet un ma,yciffiuni ou un minimum relatif, 

797. Supposons qu*il s'agisse de rendre maximum l'in- 
tégrale f V iix^ avec la condition 

Les variations de ces intégrales doivent être nulles. 



20. 



ê 



3o8 coums to'AHAtrsE. 

si Ton compai e la fonclioilde X cherchée avec celles qui 

conservent à V dx la même râleur. On doit donc 



avoir 

(a) 



En développant ces deux conditions comme on Ta fait 
pour le maximum ahsolu» on a deux équations, telles que 

4 

V 0, K ctL sont des fonctions que l'on formera comme 
il^a été dit plus haut. Mais ici il ne faut plus poser séparé- 
meiii r— o, K == o, car « n est plus une fonction eniiè- 
rement arbitraire de X, Pour trouver les conditions qui 
doivent être remplies daixs ce cas, il faut d'abord élimi- 
ner (>>. Posons 

Par conséquent , 

e 4- ,p(a?,) = o, où <p{x',) = — e. 
Il résulte de là , à cause de rindétorminatiort de w , que 
« Ix) est une fonction arbitraire de .r, assujettie seule- 
ment à s'annuler poUrx = Xa, et à devenir égale à —6 
pour =a art. Or on a, à cause de Téquation (5), 



I dto ix) 
L dx 



Portant cette valeur dans Téquaiion (3), on a 



Digitized by Google 



SOiXiNTB-BEUXlkHE LEÇO». 3o(^ 

OU , eu iuiégr^ut par parues , 

Comme ^{x) est une fonction arbitraire dont on donne 
les valeurs seulement pour x = jr^ , j; =s jti , on doit avoir 
séparément 

(8) = . 

la première tlonue 

— =:<— a ou R + âL=0, 
a désignant une constante arbitraire. 

K. 

La «econde condition Revient r-f-a6=o, puisque 



ayant une valeur coustauie — a , on aura ^— j = — a. 

On a donc les deux équations 

(9) r4-ae = o, K.-+-<iL==o. 

On voit que Ton aura une constante de plus que dans 
le cas où Ton recberclie un minimum absolu, mais on 

a au5di une équaliou de plus 



X, 

\]dxz=:l. 



£ 



798. Si l'on avai^cberché le maximum de Tintégrale 
définie 

on alli ait t'té conduit iiix deux (équations (9). Par con- 
séquent la recherche du maxuuum relatif de Tintégrale 

J[ y dxy l'iutégrale / \}dx devant conserver une 
valeur constante, revient k cbercher le maximum ab- 
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solu de l' intégrale J (V -h a U ) c'est ce qu'on peut 
d^ailleun justifier par le raisonnement suivant. 



Si r (V + aU)^ est un maximum, pendant que 
' Vdx conserve une valeur constante et égale à U' 



et V désignant des fonctions peu différentes de U et de V, 
on doit avoir 

(0 P (V-htfCr)<<aF> (V'+«U')ito, 

U<te = J li'dx = i, 

doue 

(3) f'^\dx> 

ce qui montre bien que f V é/x est un maximum lors-* 

que la condition I Ud(r / est remplie. Réciproque- 

ment 9 de Tinégalité (3) et de Tégalité (2) on déduirait 
Tinégalité (i). 

PROBLÈMES SUR LEb ISOPÉRUIÈTRK. 

799. Étant donnés deux points C etD sur un plan, 

^* tromper, parmi toutes les cour- 

bes de même longueur situées 
dans ce plan et terminées en C 
et D, ceÛe pour laquelle Voire 

ÂBDC est un maximum. 

On doit avoir 



A 
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el il iaut clierciier le maximum de Tinitégrale J ydx. 
D'après la théorie précédente, ou devra chercher le maxi- 
mum absolu de Tint^ale Ç * {ydx-^a ^dx^^dy* ) , 
c'esi-à-dire poser 

Comme les limites Xe et sont fixes, k partie de la 
variation désignée par F est identiquement nulle. On peut 
en outre ne fSûre varier que jr. On a ainsi 

0U9 eniniégraut par parties et négligeant la quantité pla- 
cée en dehors du signe ^ > qui est nulle, 

jr%,.-(r+4)=o, 

et, en égalant à o le coefficient de 4», 

d'où 

(3) , + «J = c'. 

• 

Remplaçons ds par sldx^ et résolvons par rap- 

port à dx* Il viendra 

et 

(4) (x^cY^i^j~-cJ^a\ 

Ainsi la courbe cherchée ^t un arc de cercle. 



Digitized by Google 



• 



3ia CODRS D ANALYSE. 

800. Peobleue. De toutes les courbes isopérim êtres que 
Von peut tracer sur un plan entre deux point s donnés A 
et B, troui^er cette gui, en tournant autour de la droùe 
Ox, engendre la plus grande ou la plus petite surface 
deréifoltttion. 

li iaui chercher le maximum ou le minimaiii relatif de 



1 



l'intégrale J* \yds^ avec la condition 



f 



La question se ramène à la recherche du manmum ou du 
minimum absolu de 



et comme a est une consiante, on obtientlra \c mùme ré- 
sultat qu*en cherchant le minimum absolu de j yds^ 
problème déjà traité (790), et qui donne la chaînette. 

80i. Problème. De toutes les courbes isopérimètres ^ 
trouver ceUe gui engendre le volume de révolution mi- 
nimum. 

L'équation du problème est , dans ce cas » 

(/Vor -i- a ds) = o; 



comme les deux points A et B sont donnés , on peut ne 
faire varier que x et faire abstraction de la partie F, qui 
est identiquement nulle ^ puisqu'il n'y a pas de dérivée 
d'un ordre supérieur au premier. D'après cela on aura 



d*où -;- :=r. 

as 
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On en déduit , en remplaçant ds par ^dx* + dy* 

équation différentielle de la courbe élasti(|ue (572) 

802. Problème. Déterminer la courbe qui, par sa 
réi^olution autour d^un axe (l'axe des x) engendre la 
surface minimum gui renferme un volume donné. 

Ce volume étant j y*dx, et Faire afr J* jr ds ^ il 
faut poser 

(i) S J {x'ds-^7iaxds)ssOf 

a étant une constante. 

En considérant comme fixes les deux extrémités de la 
courbe^ on peut ne faire varier que x , et comme la forniul^ 

-h 

donne 9dt r=: — dix. 

ds 



ou aura J* ^jr* -i- ^ay ~ ] dSa: = o* 



di) 



En intégrant par parties , et faisant ^o: = o aux deux 
limites, on a 

J 9xd^y^ 2ax^^ = p; 

d*où Ton conclut 

r' + 3 « r - une constante C. 

Chacune des constantes a et C pouvant être positive ou 
négative y on peut écrire 

et de là résulte 
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c^cst Féquaiion différentielle de la courbe cherchée; le 
radical doit 'être tantôt positif, tantôt négatif; il change 
de signe quand devient un maximum, ou un minimum. 
Si la constante b est nulle, on a un cercle ou Taxe des x. 

Si b n'est pas nulle, l'équation différentielle (a) appar- 
tient à la courbe décrite par l'un des foyers d'une ellipse 
ou d'une hyperbole qui roule sans glisser sur Taxe des x , 
comme Ta démontré M. Delaunay, dans le Journal de 
Mathématiques de M. Liouville 



{*) Tome VI, page 309. 
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NOTES- 



NOTE 1. 

)iX£RUC£S DE CALCUL DiFtÉHË.MIEL ET INTÉGRAL, 

liféB àm pAplm de M. Svomii. 



MAXIMUMS BT MINIMUMS. 

1 . Quel est le ptiis ^raml quadrilatère que C un puisse former 
£ii>ei ijiuit/f cotés donnés? 

SoLUTio^i. Le quadrilatèro doit être inâchptible. 

2. Trouver sur une artof^renee donnée un point tel, que ta 
somme de ses distances à deux points donnés F et F' soit m mini' 
nmm ou un maximum. 

Solution. Le point cherché eet le ppiut de contact de la dr- 
conférence et d*ane ellipse, tangente au cercle, ayant pour foyers 
les deux pdinls donnés. 

3. Trouver la plus cnjtrtr distance de deux droites dans f espace, 
données par leurs équations, 

SoumçN. Les équations des droites étant 

la plus courte disUmce est 

[a--a'){q-r,')~{b-b']{p~p') 

4. Pond les paraUélipipèdes de même surface iissigner velui qui 
a le plus ^rand volume. 

Solution. Le cube. 
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b. Mt /tt r par un point donné la ligne droite la plus tourte entre 
deujc courbes données. 

SoLimoN, Les normalps aux cxtrcinités de la droite miiumum 
doivent rencontrer au même point la perpendiculaire à cette droite 
menée par le point donné. 

6. Inscrire dans une sphère donnée un cône dout ta surface io- 
tak soit un maasimum. 

Soumtm. X désignant la hjniteur du cône, rie rayon de la sphère, 
on a 

23— 1/Ï7 
16 

7. Circonscrire à une sphère donnée un eÔne dont le voluniesoit 
un minimum. 

SoLtJTioN . Mêmes notations. 

or = 4r, vol.xnaz. = |wr*. 

8* Parmi toutes les paraboles que peuvent décrire des corps pe- 
sants partant <^un point donné avec une vitesse donnée, trtniver 
celle qui a Faire la plus grande* 

Solution. Cest la parabole décrite par un corps lancé dans une 
direction inclinée de 60 degrés à Tborizon. 

9. Deux roues circulaires extérieures tune à Vautre sur un même 
plan tournent uniformément autour de leurs centres fixes, tune 
faisant deux tours, t autre trois tours par seconde. Déterminer les 
époques et les positions- fies deux nmr.s pour lesquelles deux points 
mari f liés sur leurs circoujérences seront à la plus petite ou à ta jjIus 
grande distance ( un de Cautre. 

10. Parmi toutes les amies ifune même longueur inscrites dans 
une cmtrbe donnée^ déterminer ceUe qui retranche le pbu grand <m 
le plus petit segment* 

Solution. La corde doit faire des angles égauxavec les tangentes 
menées à la courbe par ses extrémités. 

11 . Déterminer, dans une surface dusecond tlegré^ le plus grand 
et le pbts petit des rayons vecteurs partant du centre, 

12. Déterminer dans f espace un point te/, fju*une fonction de ses 
distances à des points donnés soit un maximum ou un minimum. 
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APPLICATIONS GEOMCTRIQUES DU CALCUL DIFFKHENTIEL. 

43. Détenmner les points dinfieman dune conchoSde (couHte 
qi^on obtient en ptohngtiant if une quantité constante les droites 
menées if un point fixe à une dnûte fixe). 

Solution. On prend pour axe des y la droite fixe et pour axe 
des X la perpendiculaire menée par le pôle, a étant la distance du 
pôle à la droite, h la quantité dont on prolonge les rayons vecteurs 
menés à la droite, les abscisses des points d'inflexion sont données 
par réquation 

14. Une eourée est donnée pat une relation entre les distances 
r etf'de chacun iieses ptniUsàdeux points fixes» Drou»er f expres- 
sion de la différentieUe de son are en fonction des tUstanees r et 
r' et de leurs différentielles. Application aux sections coniques. 

SoLimoif. 

4 rr'{rr' ( r/r 'H- dr"]-[ r^-f- r**- it')drdr'' \ 

a désigne la distance des deux pôles. 

15. Une courbe est donnée par une relation entre les deux an- 
gles Q etQ' que les droites menées if un point quelconque M ite celte 
courhc à deux points fixes A B font a»ec la droite ÂB. On de- 
mande de déterminer la tangente à cette coitHw et d'exprimer la 
différentielle de son arc en fonction des angles ô et Ô' et ile leurs 
différentielles. 

appliquer tes résultats à ta coitrht: décrite par Cintersection de 
deux droites mobiles qui tournent autour de tteujc points fixes avec 
des lutesses de rotation uniformes, 

SoLiTroN. Il et désignant les angles que la normale fait avec les 
deux rayons vecteurs MA et MB, on a 

sin>+sinV— »sinft sinfi'cofl (0+6') sin* (0+ 0') = o, 

d^■ . a'ffl . a#V sin^6V/6^4-8in^e</e"-asinObia6'cos(e+^')<^6<^y. 
sin ^w-^-e ) 

])im> 1p cas particulier, u et n' étant les vitesses angulaires des deux 
mouvements, on a 

sinf* _ il sin 0* 
sinf«'~ n'sinO* 

16. Une courbe est f tonnée par deux relations entre les distances 
r tlUm quelconque de ses points M à im point fixe 0, 1^ angle 0 que 
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le rayon vecteur OM fait avec une droite fixe Ox et l'angle que 
le pûm MOx fait avec m plan fixe xOy : tromer la t^ffërenttelle 
de son arc en fonction de r^ et de leurs différentiettes. 

Solution, ds = |/</r^ -i-r'rfô' + r'8m'f <^y*. 

17. Construire et diseuier la eoarhe y'^ij^. 

Solution. Courbe ayant pour asymptotes deux parallèles aux axes 
menées à une distance égale à l'unité. 

18. Le re^fon vecUur FH mené tPwn foyer P éPune h^peiheie à 
ta courbe, tourne en décrivant dans un temps quelconque une aire 
proportionnelle à ce temps. On demande de calculer la vitesse du 
point M sur F^yperboh en fonction de ce ntyon vecteur» 

SoLtmoif . i*' cas. Le foycàr P est intérieur à la branche parcou- 
rue par ie point M. On dëngne par r le rayon vecteur, %a l'axe transe 

verse, - A Taire du secteur décrit dans l'unité de temps. On a 

11* cas. Le foyer est extérieur à la branche décrite, ilémes' nota- 
tions. 

19. Même problème pour la parabole. 
Solution. Le paramètre étant désigné par a^», dii a 

^, a*» i 

P r 

20. Une courbe tracée sur la surface tVun cône droit a powrprO' 
jection orthogonale, sur an plan perpendiculaire à Paxe du cône et 
passant par son sommet, une spirale logarithmique dont ce sommet 
est Ir pâle. On demande les éf/uatinns de la tangente à cette courbe , 
et PéqiKttion de son plan normal en un point donné. Prouver que 
cette combe coupe toutes les arêtes du cône sous un angle constant. 

Solution. r=c^^ étant l'équation de la spirale logarithmique, 
a l'angle du cône , la tangente à la courbe fait avec l'axe des angles 
dont les cosinus sont 



m ros 0 — sin 0 m sin 9 + ces 0 m cot a 
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La tangente fait avec Varète du cône un ang^e dont la cotangento est 



m 



8in a 

L'équation du plan nonnal est 

(X— 4p)(mx-j^)H-(Y— jr)('«rH-«)-H(Z-2)w» = o. 

21. Si ton désigne pur s un arc de courbe , jnir c sa corde , par o 
le rayon de eourbure en F une de ses cxlrcinilés , la seconde extré- 
mité venant se réunir à la première, on aura 

SS. Une surface convexe éUtia coupée par un plan, soient er Ft^FV 
de la surface courbe, et a Paire de la surface plane da segment 
détefminé; si Von fait mota>oir le plan de sorte que la section tende 

à se réduire à un point M , la limite du rapport propor- 
tionnelle h ^^^'^ > 1^ ^'^ ^' f^lf'"l rayons de courbure princi- 
paux de la surface au point M. 
23. Trouver PéquaUon du lieu des normales à la surface 

menées par tous les points de la droite 

z 3s ^ , ay =x ^h^— / *, 

qui est tout entière sur la surface. 
Solution. 

(dt (ax-hy )/^^') ( ^ y/^^- ay) 
équation d'un paraboloïde hyperbolique. 

OUADRATCRES. 

21. Calculer 



f 



dx 



v/ 1 — 



SouittON. Cette intégrale se ramène à J <>n posant x=r sin 



2Î5. Calculer 



/ 



.v{a-i-lf'r'V 
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SOLDTIOTf. 



I \la-^hoâ--'Jli I I 

X= -p. l ■■ ■ - — = p H - + 3 • 

26. Caiculer 



lia 



Solution. 



\a + bx'y 
â7. Calculer 

Solution. Si Zur — oe est positif, on a 
si oe est négatif, on aura 



x = 



7.^[ac-- hc)c 
*28. Cakuler 



( far — hc .r \ 



/rl.r 



rlnnnrr tu tangente ^ ic sinus et le cosinus de cette intégrale» 
SOULTION. 

= arc sm ^ -f- C. 

Bn suppoaant nulle la constante arbitraire, on a 



8inX= — 7=^' cosX==:-ï — — , 



UngX 
29. Calcukr 



ikj/j^-hx— 1 



■ ^ cos 0 
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Thàter à part le cas de a=b et comparer le résultat a»ec celui 
que domte la formule génêrtde, 

SotiUTtOilf. 

a^b X=-— — arccos — — ? 



« = 6 X=~t8]lg-0. 
30. Circuler 



' SOLOTIDR* 

^ r/ -h É> COS 0 J H-\-b COS Ô 

on est ramené à la question précédente. ^\a = by 

«^X = -î.tang-0-ltang'-Ô, 
, a • "'a 6 * a 

31. Calculer 

x=- f— 

J x/.r l(i — .r) 

Solution. 

X=-^l(I-x)+al('i^^+C. 

■ 

32. Dèmmtrer que 

sinw/x , * 

— : (lx = 1fé 

smx ' 

V 

m étatU un nombre entier positif et impair» 

33. Circuler Paire que renferme la développée d'une cllipsCé 

Solution. -^tï- — ^ ^ i 

2fl et a6 étant les axes de Tellipse. 

34. Drûu»er en coordonnées pokdres téquation de la dévelop' 
pante d^un cercle , ^expression étim are de cette courbe et celle du 

n. 31 
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secteur compris entre cet arc et les droites menées du centre du 
cercle aux extrémités du m^me arc» * 

SoLVfiON. Équation de la développante 



rfO = dr. 

or 



arc de la courbe., 



secteur /-^ * 

L'arc de la développanto, compté à partir du point clo roncuntre 
avec la circonférence, est quatrième proportionnel au diamètre et à 
la tangente. 

35. J'fvuver Paire contenue dam la portion j année de la courbe 

qui se trouve dans Fangfe des coordonnées positives. 
Solution. 



8 

3G. Tromper une courbe telb; , que la somme de Cordotmée cl <le 
la sous-normale soit constante. Construire ci discuter cette courbe, 

* 

Solution. e—x —y = a\og {a —f) , 

spirale logarithmique. 

ÉQUATIONS DtPFÉRELNTiELhES. 

37. Intégrer féquation^ 

aydx-i-bxdj-\-af"y(cjrfix-{-exdjr) = o. 
Solution. Le premier binème devient intégrable étant multiplié 

par x"-'^^'*"' y^j"^)^), le second, par - -^{jfy). Or on peut 

déterminer f et 4» de manière à rendre ces Tacteurs égaux. 

'.>8. Tninccr iinr rmirhr dans laquelle le ray on de courbure soU en 
raison inverse de la normale. 



Solution 



/ ^ 
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39. Intégrer Péquation 

oàx ett la variable indépendame. 
Solution. 

40. Intégrer Céquation 

dx^dy—xds'd'y=^adxds ^/W^^f+WJft 
dam laquelle dK= et s est prise pour variable Indé^ 



Solution. y=^^c[x-\'af+c'. 

Aï. Dt'termifwr la courbe dont le rayon de courbure en ciiaquc 
point est égal à la distance de ce point à un point fixe. 

Solution. L'équation de cette courbe en coordonnées polaires est 

c ' r 

^ DéteFuniaer la courbe dont le nryon de courbure est propor^ 
thnnel à celui de la détfeloppée, 

SoLirrioif. r=ké^^é 
43. intégrer Véquation 

ydx = ^^ 



SoLimoif. 



* / x^— c x^ 



44. Intégrer Féquation différentielle. 
SotUTION. 



45* Déterminer sur la surface ^un cône droit une courbe qui 
coupe les arêtes sous un angle constant, et qui passe par deux 
points donnés. 

SoLtrriON. Foir question S0*« 

ai* 



3a-4 ' . COURS d'analtse. - 

46. Trouver lef trajeaoirts orthogonales des cercles inscrits dam 
un angle droit* Trouver Fasymptote sans intégrer. Prouver que les 
trajectoires sont sen^laAles, 

47. Les nvalr^ dô Descartes, représentés en coordonnées bipo- 
leùres par les équations 

r -\- nr' — OL^ 
r'— nr = 6, 
se coupent à angle droite quels que soient « et p. 



» • 



48. Intégrer les deux équations 

dy dz 
di^^dk 



4^ + 9 3=-+- 44/.-+- 49 ^-^, 



SOLLTION. 



lû' 56 20 , C a~ , C . 

•••3.97 * .* 
49. Intégrer féquation à dijfferentielles partielles 

. dz ,dz 



Solution. 



dx ^ ■ ' djr. 



no. Déterminer une .surface telle , que sou plan tangent en un 
point quelcon<pie M rencontre une droite donnée de positkm en un 
point qui soit également distant du point Wde la surface et etun 
point fixe pris sur la droite donnée. 

SoLi TioN. Prenant le point fixe pour origine et la droite donnée 
pour axe des z , l'équation de la surface est 

f déaignint une fonction arbitraire. 

. Déterminer une sarjace telle ^ que son plan tancent en un 
point (pielcontpie M rent <uitre une droite donnée de position en un 
point dont "Ui distanrc à un point fixe pris sur cette droite soit égale 
à la distance de cc^ point Jixe au point M de La .surface. 
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SoLtrrioN. Mêmes axes : 



OUBSTIONS DIVERSES* 

4 

. 52. L expression — ^^^j^^^p^ est tntegmoie siU^heiP 
mnt homogènes» r 



53. Étant donnée V équation 

d 



^ tix) . ^ ,r 

, -t- U V ru; O , • 



<i!(7/ijr laqiœlle V, K G *o/i/ fonctions dex, K restant constam" 

ment positif, démontrer qiu: \ et ne peuvent /fos s'annuler pour 

la même valeur de x. 

Déterminer, parmi tontes les lignes d'une longueur ffnnrfée 
et terminées à deux points- fi re<! A , B, relie pour laqucllr la somme 
€les prfxlidts de < /ia(iiic élément ds par le carré de su distance à la 
droite AB est un inuxtiiKini. 

Solution'. On prend AB pour axc^ dos ./ cl A pour origine. La 
question se ram^e à l'intégration de l'équation 

55. Lfi ligne minimum sur une surface développtAle se trwi»e 
par ties qmulraturcs, . 

SS6. La courbe 

pour m = OD devient un carré dom le sommet, vu à la loupe, est 
semblable à e^'-^-e^^ = r. 

57. On sait que des droites normales- h une surface sont aussi 
normales à une infinité d^ au très surfaces, dont chant rte est à une 
distance constante II de la premièrr , de sorte que deu.r qitelconques 
interceptent sur toutes les normales une longttettr rmistanie. Ces 
sHrJûces ont les mt'/nes pia/ts des sections principaics pour tous les 
jioints où elles rmcontrent une même nnrnudc. Les courl)es indica- 
trices des surjaces pour ces points, sont des conttpœs luymofocalcs 



3a6 cooas d'ahalyss. 



ont leurs axes parallèles, de smrte que la ligne des foyers est con^ 
stante de grandeur et de direction. 

53. Si Pan considère un système île lig/a , droites disposées tians 
Vespace suivant une loi analytique quelconque , et qui ne soient 
normales à aucune surface, en prenant un point quelconque 0 dam 
Fespace, et la droite OZ correspondante à ce points puis portant 
perpei^cukaremeni à OZ deux longueurs intiment petiies OU, 
OM', égales et perpendiculaires entre eUes, les angles infitûment 
petits {A et que ferait la droite correspondante au point M a»ee le 
plan ZOM y et la droite correspondante au point M' aifec le plan KM* 
auront lettr somme (algébrique) i^+.n' diffiirente de zéro et con- 
stante, quelles que stnent les directions des deux Ugnes OQC , Olf'* 
poun'u qu^ elles soient toiifours égales, et perpemUculaires tune à 
P autre à OZ OU même fx)int 0. La somme ft^+i^' est nulle dans le 
seul c(is ou les droites du système sont hormales à une même sur' 
face 



NOTE 11. 

SUR un CAS PARTIGUUBR DB LA FORMULE DU BINOIIB, 

par M. li. Catalan. 

(Bstraîl Akê CompUt rendus de l'Académie drt Scunces, ihS'^t l. XLV^ p. 6%i.) 



Lis ouvrages les plus esUmés, par exemple le Cours «t^nafyse 
du profond el regrettable Sturm^ n'indiquent pas ce que devient la 
série 

,4-'" m{m-i){m-i) 

quand on suppose x= Cette lacune peut être aisément com- 
blée comme il soit : 

1. Lemme I. Le produit 

dans lequel on suppose, pour plus de simplicité, 

«l>«J>»3> •••>««>««+! 

(*) Le lecteur trouvera lin prand nombre de questions, d'un excellent 
choix, dans le Viccucil d'exercices sur Itt calcul infmitésUnal, par M. Freneti 
tariâ; iB56. Librairie de Mallet-Bacbelier. 
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cofwerge ou diverge en métite temps que la At rw 

2. I K>niE 11. m étant tutc qiutntité positive, moindre que Pimité^. 
'le produit 



I a 3 n 



f7Yw1t indéfiniment mee n. 
En effet, 

n 



donc série qui aurmt pour terme général l ^ esl diver- 

gente ) ; donc le produit P. est divergent (Lemme 1). 

3. Lemme lll. m ét(int une (luantitc posiii^'c y comprise entre deux 
nombres entiers consécutifs, p — i^p, lcpn)duit 



«-h 1 



P'-m p^\ — m n^m 
eroù indéfiniment avec a. 

4. TuBOB£M£ 1. /« étant une quantité positive quelconque, on a 

m , m im—i) , 
a"« = i4.--.-h j-^ h... 

I .ak9. ■ *n 

C) Cette proposition, qui est évidente, pcmètrefert utile. Elle prowre, 
par exemple, que les produits 

3 7 i3 ai 

I 5 II 19 J»*-1-» — I 
e«+-i <•*-+-! g" -4-1 

.a . 
séc fl sec — • ♦ • sec — • » • 

sont ce»iv«r||e««** et que les produite 

2 5 10 »*-t-i 



t 3 7 

peuvent dép^er toute limite. 
( * * ) Comptes renéu, tome XliU, peg® 

I 
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Le reste de la série (A) est (*) 

^_ m{m — i). . .[m — n) 



i.a.3...(«+i) (i-l-e)'^'-" 

Soit p ie nombre entier immédiatement supérieur à m : on peut* 
écrire 

* 1.2,../; 

p — m /> 4- 1 — ni n — m i 

Des trois facteurs de R, le premier est constant, le deuxième a pour 
limite zéro (Lemme lU), le troisième ne surpasse pas Tuniléi donc 
lim R := o. 

5. Théorème 11. m étant une <inantité positive quelconque, on a 
^, ^ ^ m{m-v) 



(B) . 



I 1.2 



La démonstratiofi ne difière pas de la précédente, pourvu que le 
reste soit mis sons la forme 

i .1. .p 

p + i /?-|-a «4-1 ^ i \ / 

6. ThAorbiu ni. m étatu une quantité posUtvef moindre que tu- 
nité, on a 

j —4- '^^ ( 4- I ) /« ( w H- I ) [m 4- 2) 

//I i). . .(ffl4-/i — 1) 

I .2. . .« 

Dans oe cas, Texpression du reste est 



/// 1 fn 



I )...(/« 4-I1) 



i.a^,.(fl4-i) (i4-«)'^"*" 
donc (Lemme 11) lim R' = o. 



(*) Tome I, page 100. 
(**) Tomely pa(j[e I02« 
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7. n est évident que la série (C) cesse d*ètie convergente à par- 
tir de m = i, et que la série 

I l.'l 1.2.3 

est divergente pour toutes les valeurs positives de m. Les cas dont 
I16US nous sommes occupé sont donc les seuls qui présentent quelque 
intérêt. 



NOTE in. 

SUR LES FONCTIONS ELUPT1QU£S {*)f 

par M. Sram, d'aprè» un Mémoire de M. Deepeyrous. 



L'intégrale sous forme algébrique de l'équation 

dx itr 

-h— = o 



s'obtient aisément, comme on sait^ ), au moyen d'une intégration 



(*) Pour rintfllij;enco de cette Moto, il est nécessaire de savoir qtie l'on 
donne le nom d'intcf^ralcs clliptiijurs aux inté{jrales suivauUis dont la se- 
conde représente la longueur d'un arc d'ellipse : 



V'i-c'ain'p 



3« espèce. 



Si Ton potte x = 8iu{), Tintegrale de première espèce devient 



P. 



) Kotr, par exemple, Laceou, Trail^ 4fi» Calcul diJi/éreiUiHei é» C^hul 
tntégr»!, tome II, page 473- 
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par parties. En mettant œUe équalkm sous la foime 



tùc^ i — -i- f/^ ^/ 1 — ar-* = o, 

on en déduit 

y (lx\/i —y + Jdj^ \/i — JT* = constante. 

Or, en intégrant par parties, on a * 

et 

Ajoutant et observant que les termes sous le signe 1 donnent une 

t' 

somme nulle en vertu de l'équation différentielle proposée, on 
trouve l'intégrale algébrique 



X — H- jVi — jp* = constante. 

La const^inte arbitraire qu'elle contient est la valeur de j pour 
~ o. Posons 



rlx 



-— = fltj jr=sina, jî* = cosai 

et de raéme 



Nous aurons 



rfa -h ^/f = G, 
d'où 

7 étant une constante. D'ailleurs, pour « = o, on a 

x = o, p = 7, / = siny. 

La constante de notre intégrale est donc ainy. Psir suite, il vient 

Sin7 ou sin (« H-P) = sin a oosp -4- sin p cosa. 

(VpsI la formule fomiameuLale de la théorie des fonctionb circu- 
laires. 

Le même procédé s'applique facihMuenl à la rechorclie de I mtc- 
gralc d Euler qui donne ia iormulc iondameutale de la théorie des 
fonctions cllipliques. 
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Soit, en eRet, 

dx dy 

l.ii inuUipiiaiit par le produit des dénominateurs et divisant pai 
1 — c^x^y"^, on a 



Or, en intégrant le premier terme par parties, on obtient 

En échangeant entre elles les deux lettres x et/, on aura le second 

terme; ajoutant donc et observant que les termes sous le signe 

donnent une somme nulle en vertu de l'équation diflérentielle pro- 
posée, on trouvera 

— I ^ — ï = constante. 

I — c^x*y 

Ui constante du second membre est la valeur de y pour x = o. 
Posons' 

r dx 

et de même 



Nous aurons 



(*) Dans rcllo int<^;;ralo la variable j doil être piino toujours moiiidro 
que I . Si Ton l'ail x ^ biu ^ , alors laiiglc p est appelé Vamplitudc de liii- 
légral* ff. Jaoobi le désigae par an « et pose x = tin am«. 
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d'Où 

7 étani une ooDStaBte. D'ailleurs pour « — o, on a 

= o, p = 7, r = S(7). 
La constante de notre intégrale est donc 8(7). Par suite il vient 



C'est la fomiiile fondamentale de la théorie des fonctioiis ellip* 
tiques.' 

Elle donne S(oi— ^) en changeant le signe de S(f^). On peut 
aussi en déduire C(a± et R(« =t= p). 



NOTE IV. 

SUR LB8 PROPRlfiTfiS DB QliRLQUBS fOMCTIOHS ET SUR LA. 
BBPRtSBHTATION DBS RACINES DBS ÉQUATIONS PAR DBS 
IMTBRSXCTIOHS DB COURBBS, 

par M. E. Pnoran. 



Délinitions préliminaires. — Relations ontro les dérivées particlleb des 
fonctions P et Q. — Siparaliun des quaniiteâ ruelles et des imaginaires 
dam lesdériTées de /{f). — Différences finies et différentielles totales 
des fonctions P et Q. ^ Propriétés des courbes P, Q, P-t-Q, P ^Q. 
—Démonstration d'un théorème de H. Canchy.— Asymptotes des cour- 
bes P, Q, etc. — Théorème sur le nombre des racines des équations 
algébriques.' — Propriétés des surfaces « = Q. Remarques.* 



OiFINITIONS pnéUlIlNAIRES. 

1 . Si /( z ) est une fonction qui. prenne la forme P -f- Q — i quand 

on pose 3 j v^— 1, P et Q étant des fonctions réelles en x et/» 
réq nation • 

(1) /(») = P + Qï/=T=:0 

entraînera les suivantes 

p = o, Oî=o 

et réciproquement. 11 suit de là que si j: et ) soûl les coordonnéeà 
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d*an point variable, la partie réelle et le coefficient de d'une 
racine de Véquation (i) seront respectivement égaux aux valeur» 
numériques de Tabsci^se et de Tordonnée d'un point commun aux 
deux courbes données par les équations P = o, Q = o. 

Les points d'intersection de ces deux courbes peuvent donc être 
regardés comme formant une représentation géométrique des racines 
de l'équation /(s) = o, et c'est pour rappeler cette propriété que 
nous les nommerons des points-mcines. 

2. On dit en général qu'une équation /( z) = o a a racines égales 
à a lorsqu'on a /(z) = {z—aY{(z), ï{z) désignant une fonction 
qui ne devient ni nulle, ni .infinie pour «=:a; or comme la fonc- 

lion f (s) = r:~~"yi prend la forme ^ pour z — a, si l'on cherche 

sa vérifnblo \uleur d'après les reiiics connues, on voit que pour 
qu'elle no soit ni nulle ni uifinio, on doit avoir 

/(«) = o, /'(«) = o, /» = o,....,/-'(«) = o»/"(«)^o. 

Toutes les fois que l'équation f{z) aura n racines égales , le point- 
racine correspondant sera pour nous l'équivalent de n points-racines 
qui coïncideraient , et nous le nommerons > dans ce cas , point-raeine 
(le l*&rdre n, 

M * 

ÙtATIONS ENTRE LES DÉRIvàsS PARTIELLES DES FONCTIONS P ET Q. 

3. Hetatiom C/Urc les dérivca^ fxuticlles du premier ordre. 

Si Ton suppose que z tienne la place de x^-/ v^— i dans l'identité 

/(z) = P-hQ/r7, 

et que Von prenne les dérivées (l(»s deux membres, d'après la règle 
des fonctions de fonctions, on aura 

On obtient ainsi deux cxpressioins différentes de /'(z), et en ex- 
primant qu'elles sont identiques, on aura les relations 

dV r/Q 

i rfP rfQ 

dy de 
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4. RicipaOQliBllENTf si les relations {%)9nt lieu entre les dérivées 
de deux fonctions 

V et Q sont ta partie réelle et le corfficienl de ^ — i d une fonction 

^une seide varicdfie dans laquelle on mtraii substitué x-^y^—i 
à z. 

En effet, posons 

W = P+Qv/-i; 

sutotiittOBB à X dans cette expression z ^/t/^, et prenons U dë 
rivée de W par rapport à y\ nous aurons 

df " drdf^ dy^\da:dY^ dj)^ 
el comme ~ = — i/— i, il en résulte 



^(?-S)-(f-S)^- 



Or le second membre est identiquement, nul d*après Thypollièse. 

d^ 

On a donc —r— = o. Ainsi le résultat de la substitution t^t indé- 

pendant de y P^r conséquent W se réduit à une fonction de s , qui 
par la substitution de x + y devient P+ Q /--î. 

c. Q. F« o. 

« 

5. Reldtinrts entre les dérivées partielles du second ordre. 
Les relations (2) étant identiques, on ponn-à prendre \v% dérivées 
des deux membres de chacune d'elles : ou obtiendra ainsi 

dj^ dxdy^ dxdy d^ ' 

da? ^ dxdy^ dxdy~~ tfy* 
d'où résultent les relations 



(3) 



d^V 




dx' ' 




d'Q 


r/H) 


dx* ~ 





RâciPROOUBMBNT, si Vune des relations ( 3) est vérifiée par une 
fonction P, il sera possible de îrmverune seconde fonstium, Q telle y 
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que P et Q résultent de ia substitution ile x-^y^^àkîpiacede s- 
dans une certaine fonctiùn f [t), 

/f/r 
^ (ij j on aura 

dY~dx' dx"] dx' ^'^ J dy- •^"* 3r* 

Ainsi les relations {-i) sont vérifiées par les fonctions P et Qi 
par suite il existe une fonction 7(2) telle, que l'on a identiquement 

6. Relations générales entre les dérivées partielles de P ei eelhs 
deQ, 

On tire des équations (a) en les dliférentiant It^i fois par rap- 
port à jr, et X fois par mpport à x 

tùx*dy*-^ ~ dj^-'df-^^'' 

j 

(/-Q </"P 

7. Relations entre les dérivées partielles de ^ m fie Q. 
On tire des équations (3) par la différentiiition 

d"V d"? 

du^dj" ' " dx" 'dy" 

f/"Q d"Q 

da*df^~ ^-'</r" 

Ces équations expriment une propriété commune aux deux fonc- 
tions P et Q. En y faisant suoeeasivement ^ = — 2, /t — 4..... 
puis k^n^ïy II — 3, A — 5. . M on obtient : 



(S) 



(6) 



r/"P 


d"? 


rf»P 


d"? 




,laf-'dr^ ~ 
- • 


daf*-*dy''~ 




^rP 


d"? 


rf»P 




dx"-^dy " 


dx"-'dy 


dx"-'dr^ ^ 


dx^-'df' ' 


d'Q 


r/'-Q 


d"Q 




dar " 


dx" ^dy^ " 


dar''df ~ 


daf-*dY^ 


d'Q 




d"Q 




«tif djr ~~ 


dx!*'^dy^ 


daf-^dy " 


daf-'dx'' 



Ainsi Toutes les Privées partielles de V ou de Q trun même 
ordre , dans lesquelles Cindice de diffiêrentUttion relatif à une 
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m^me variable est en même temps pair ou impair, sont égides en 

valeurs absoluas. 

Et si Von range ces dérivées snivdrit un ordre de grandeur de 
cet indice, les signes + et — se succéderont aUernatiPemçnt. 

BBPARATlOlf DBS QUAUTITés RiSUEB ET DES IMAGINAIRES DANS US 

DâaiviBS DE /(z). 

8. En différentiant («r rapport à x les deux membres de l'iden* 
tité/(2) = P4-Qi/^, nous àvons trouvé 



dx dx 

Cette formule fait voir que pour obtenir la partie réelle el le 

coerficient do i delà dérivée d'une fonction, il suffit de prendre 
les dérivées par rapport à r des parties analogues de cette fono 
tion. En prenant n fois de suite la dérivée par rapport à on 
trouve 

On peut donner à cette expression deu\ autres forint et n'y 
employer que la fonction P ou la fonction Q. Il suffit d'y remplacer 

r^O ^"P. ' ^P fl^Q . 

— " ^TuF^r' f dP^' ce qm est peimis 

d après les relations (4)« On aura ainsi 

y^'^="d^-d^/-'^ 



DIFFÉRENCES FINIES ET DIFFERENTIELLES TOTALES DES FONCTIONS 

P ET Q. 

9. Les propriétés ivnéoédentes permettent de développer les 
accroissements des fonctions P et Q suivant les accroissements de 
leurs variables. 

Si dans/(2) on change a en (a-i-Aje+A v/^), on aura 
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En pusant 

nous aurons, par la formule de Moivre, 

( 4- )" ^ r" ( C08 /ï ô -h sin /i e ) . 
D'ailleurs la première formule (7) donne 

donc on a 

A/(z) = AP-4->Qv^ 
= V (cosnÔH-/^8in«ô) f _ -^-5— ^/ir7\ 

et en séparant les pai Lies réelles et les parties imaginaires 



n 

V /fl"V (/"V \ 



(8) 



I 

n 



iO. Si 1 on suppose A./ ot infiniment petits, le termt' général 
de chaque dcveloppcment devient la différentielle totale du z^"''*" 
ordre de P on de Q, divisée j)ar le produit i . À.'i. . , , n. On aura 
donc, en appelant w la limite de 1 angle 6 et en observant que 

^= i//te'4- dy := rfr i/i -h cot* w ^ 

d'V == . „ ./>", 

-T-— , sm « w — , „ , , cos « w 



paOPRièrés des coimaBs P et Q. — points multiples. 



i\. Potir abréger, nous appellerons courbe P, courbe Q, les 
courbes représentées par les équations P = o, Q = o. Nous suppo* 
II. aa 
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ticrotis que le système d'axes auquel on les rappoife est rcGlangu^ 
laire. 

ITne propriété remarquable de ces courbes est d*avoir cbacune 
un point multiple de l'ordre a, toutes les fois que Téquation pri- 
mitive /(z) =o, a it racines égales entre elles* Pour le démontrer, 
il faut faire voir : i" que les fonctions P et Q s'annulent avec leure 
dérivées partielles jusqu'à l'ordre n — i inclusi veinent quand on y 
subtitue les coordonnées d'un point-racine de l'ordre n; a** que 
chaque courbe a en ce point n tangentes distinctes. 

12. Premièrement, quand /(j) a n racines égales à r-f-j/— i, 
ou doit avoir, i désignant un iiutnbre au plus égal à /i , 

cette équation entraîne les deux autres : 

rf*P d'y 

Il résulte do là (>t dos relations (6) que toutes loji dérivées de I' 
(le Tordre / sont nulles, ef comme / est compris entre o el // i, 
il est donc démontré, qu en un point-racine de l'ordre //. loute^ 
dérivées partielles fie P s'annulent jusqu'à l'ordre //— i inclusive- 
ment. Même démonstration pour la tonction Q. 

13. En second lieu , les cattrbes V et Q ont chacune, au point 
(.7, jr)^ n tangentes distinctes. 

Considérons d'abord la courbe P. 

On obtiendra le coefiicienL an-^ulaire , — tanu*» d'une tangente 

(l.T 

à la courbe au i>oint ( r. > ' , en égalant ;\ o la différentielle totale 
du //""" ordre. D'après la formule (9), l'équation qu'il faudra poser 
sera donc : 



— — 1 ^o. 

sm*«» 

Le dénominateur de cette équation n'est jamais supérieur à Tunité, 
et il ne peut devenir nul en même temps que le numérateur 
qu'autant qu'on a 

d*V 

Mais cr cas peut être écarté, car il suffît, pour l'éviter, do chan- 
ger la direction des axes de coordonnées. Si donc on suppose 
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^^o, on aura toutes les solutions de cette équation en posant 



(10) tang/ïw — 

et si Ton ftiit 



r/"P 



on aura 



d'où 



(il) M = 

Pour avoir toutes les tatigehtes à la courbe P, 11 suffit de don- 
ner à it les valeura o, i, t, et Ton obtient n valeurs 

de w, formant une progression arithméliquc dont la raisuu est 

n 

Donc la courbe P a /z tangentes distinctes et tellement disposées, 
que deux tangentes consécutives comprennent un angle égal à la 

j^iemc pai-iiç (jç, f\ç\x\ ani^k's droits. 

14. Il importe de remarquer qu'un point-racine de Tordre n ne 
peut être un point d';«rr(^t ou un point isolé, jiour aucune branche de 
)a courbe P, du moins dans le cas ou la fonction? est continua. Kn 
effet, l'équation qui donne tango ayant toutes ses racines inéiidles, 
on voit facilement, en développant P par la série de Taylor, cpie P 
changera do sii^atî (juand on y substituera successivement leâ coor- 
donnéesdc deux points suffisamment rapprochés du point N et situés 
de part et d'autre d'une Éiâme tangente. 

■ 

15. Un calcul analogue à celui que nous avons fait pour la courbe 
P assignerait aussi à la courbe en Un point^racine de Tordre 1»; 
n tangentes distinctes et tellement disposées, que deux iafu^tes 

consécutives comprennent un angle égal à ^* On peut déjà eu cou- 
dure qu'entre deux tangentes conaéeutives i la courbe P il y a tou- 
jours une tangente à la courbe Q. Hais je dis de plus que: 

hes tangentes à la coitrbe Q sont les bisseï triées tles angles for- 
niés par les tangentes à la courbe P. 

22, 
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Pour le démontrer, rappelon^nous la formule 

(lo) bmgnft» = — ' 



En appelant u l'angle qu une tangente à la courbe Q fait a vee l'axe 
des or, nous aurons de môme 

(1-2) taBg«i» = 



Or y d'après les relations (4) 

lang//w tang/7 -> = — i, 



donc 
d ou 



A» — /IV = ±: 



(l3) . W- V==st;i!I* 

w — u est Tangle compris entre une tangente à la courbe V et 
une tangente à la courbe Q la plus voisine, et Téqualion (i 3) montre 
que cet angle, abstraction faite du ftigne, est la moitié de Tangle 

~ compris entre deux tangentes consécutives à la courbe P. 

16. Les résultats précédents comprennent le cas parttcnlier d*un 
point-racine simple. En un point de cette espèce, l'angle ^ ^ form^ 
par la tangente à la courbe P, et la tangente à la courbe Q se réduit à 
-• On peut d'ailleurs KétabKr directement. Ainsi : 

En un point-racine du premier or^ les courtes ^ et Qse cou- 
pent à angle droit* 

Cette propriété appartiendrai! encore aux courbes représentées 
par les équations 

P = A, Q = B, 
A et B étant deux constantes quelconques. 
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l>a01>Ul£T£î» D£S COIRBES DONNÉES FAII LEt» ËgtAllONt» 

P + Q=0. 

i7. La courbe qui a pour équation P — Q = o est le lieu de tous 
lespoîulsdontlea coordonnées, substituées dans les fonctions P et 
donnent des résultats égaux et de même signe. En chaque p<nnt de 

P 

celte courbe le rapport ^ ei»t égjû à i . 

La courbe qui a pour équation P + Q » o est le lieu de tous les 
points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 

V 

donnent des résultats égaux et do signes cOnlraire&. U) j upyort ^ y 

est constamment -égal à — 1 . 

Les courbes P — Q, P + Q jouissent des mêmes propriétés que 
les courbes P etQ, et il suffit pour le démontrer d'observer que les 
fonctions 

;»r=P~0, ^ = P + Q, 



sont la partie réelle et le coefiicieQt de /— i de la fonction 

D'ailleurs p q s'annulent évidemment avec leurs dérivées jus- 
qu'à l'ordre /I flOLclusivement, quand on y substitue les coordonnées 
d'un point racine de l'ordre n ; d'où il suit que : 

En an poini racine de Vordre n\ 

I'. La courbe P — Q a t tangentes distinctes dont chmane fait 

ttvet: celle qui Ui suit un angle égal à } 

a*. La courbe P -j- Q <-/ aussi n tangentes distinctes f/iti sont les 
bissectrices des angles formés par ies tangentes à la courbe P— Q. 

18. Pour coiistruiro les tangenU.'s a nos deux nouvelles courbes, 
il sulUt de connaître rani;lo qu'une tangente â l'une d'elles fait 
avec une tangente à la courbe P. 

Soit tang/if le coefficient angulaire d'une tangente u la courbe 
P - Q : on a trouvé plus haut 

rf'P 

(10) ^ng«w= j^jrç-î 

dar-^dj- 
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i caisse de la syoïétrie du calcul, od aura aussi 

(lof* 

(14) tang«i = 



mais 



DOBC 



d'p rf»P rf'O _ </*P rf*P 
daf^-^dx" daf^'dy da^^dy^'SîF^ d^' 



tangyîs — _ ,„v> — — — ^ — =■ tang l «w — 7 ) ? 

da/^^dy~ "dâ^ 

d'Où 

(l5) £=» — i-- 

De là résulte que si Von construit , comme au n"* li, tangentes 
aux coitrfjf'.v P Q, t*/ </Me av' /'o/i désigne resprrtirrnic.nt les angles 
consécutifs formés par ces tangentes^ par les nombres 

bis^etiices êtes angles de rang pair seront les tangefUes à la 
eotuhe P ^-^ Q. Les bissettHees des angles de rang im/talr seront les 
tangentes à la courbe P «~ Q. 

DÉMONSTEATION D'DN THiOBiMB DE M« GâUGHT. 

19. Traçons autour d'un [)oint-racine N, do l'ordre «, un cercle 
assez petit pour que dans son intérieur les courbes P, 0» P — Q> 

-r-Q se confondent siMisiblement avec leurs lanj^entes, et, par 
suite, ne puissent s y couper mutuellement ailleurs t^u'au point N. 
Un point mobile M qui parcourra la circonférence dans le sens di- 
rect de rotation, c'est-à-dire en allant des x positifs aux / positifs, . 
devra rencontrer %n fois chacune des quatre couita et toujours 
dans Tordre suivant: 

...P-0, P, P + 0, Q, P-Q, P,.... 

concevons qu'à chaque position du point mobile on substitue ses 

P P 
coordonnées dans le rapport ^- De la courbe P—Q, où ^ est posi- 

tif (17), le point M passe sur la courbe P où ^ s'anmile, et de là iramé- 
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p 

diaiemeut sur la courbe P+ Q, où ^ est négatif. Donc chaque fois 

que le point M traverse la courbe P, le rapport - passe du positif 

au négatif. Ce rapport passe au contraire ilu négatif au positif cha- 
que fois que le point M traverse la rouibe Q. 

Donc lorsque le point mobile sera revenu à sa position initiale 
après avoir rencontré a n fois la courbe V et%n fois la couri)e Q, le 
p 

rapport ^ aura passé an fois du positif au négatif en s'évanouissant» 

ei%n fois du négatif au positif en devenant infini. 

Si au lieu d'un cercle ou d*un contour convexe on trace une courbe 
fermée très-petite, qui présente des sinuosités, le point mobile 
pourra traverser plusieurs fois disque portion de la courbe P, mais 
il devra la traverser une fois de plus dans le sens direct que dans 
le sens rétrograde, puisqu'il doit revenir à sa position initiale. Donc, 

P 

pour chaque portion de la courbe P, le rapport ^ passera une fois 

de plus du positif au n^atif que du négatif au positif, et quand le 
point mobile sera revenu au point de départ, ce rapport aura passé 

en s'cvanouissHnl y. //"fois de j^lus du positif lui négatif que du né- 
^çali!" au positif. Au contraire, ce rapport aura passé en devenant 
intini 2« fois de plus dti ué^ralif au positif que du positif au négatif. 

Ainsi st^ trouve démontré, i)our »m cas particulier, un théorème 
remarquable dû à M. Cauehy, et dont voici l'énoncé: 

L<- /loinùir ((vii poiiits-ratincs situés ilans l'ùttcrieur (l'un cifiUouf 
J'cnnéy en supposa/it qiCil ne s\'u trouve aucun sur ce contour menu: , 
est é^al à la demi-différence entre le nombre des variations { * ) 

p 

descendantes et celui des variations ascendantes du rapport pnvur 

toute l'étendue du contour supposé parcouru dans le sens direct de 
rotation* 

20. Du cas particulier que nous venons d'examiner, on s'élève 

au cas général par les coqsidécations suivantes, empruntées à un 

Mémoire de MM. Sturm et Liou ville [Journal de Mathématiques, 

tome I, page 278) : 

« Soit Â l'excès du nombre de variations descendantes sur le nom- 

p 

bre des variations ascendantes du l'apport .-r pour un contour qui 



(*) J'ippeîle vai'iaùoii nscrncLinte le chanuemcnl de signe d'uuo quan- 
tité qui passe .du né^atij mi positij' en s'évanouissant. Lne Tariation des- 
cendante est le eontraire. 
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renferme racines, n faut démontrer que 1 on a u = i A. Or, 

»> Le théorème est évident pour un contour quelconque ABC, 
lorsque dans Vintérieur de ce contour et sur le contour mâme on n'a 
jamais P= o; alors en effet les deux nombres et À sont tous les 

deux nulgj et par suite Téquation = ^ A est satisfaite. 

» Elle est satisfaite encore lorsque dans Tintérieur du contour ABC , 
et sur ce contour même , on n'a jamais Q = o ; le nombre est alors 

encore égal à zéro , et je vais prouver que l'on a aussi A = o. En 

p 

effet la fraction q-, quand on aura laiL un tour entier pour revenir 

au point de départ A , devra se retrouver en ce point affectée du 
même signe que d'abord elle possédait, quand le mouvement a com- 
mencé : donc cette fraction doit changer de signe un nombre pair 

(le fois , toujours en s'évanouissant . piiisqnf son numérateur seul 
]ii*ut devenir nul, vl vu passant allornaliveauMit liu positif ati né- 
i;alii et ilii négatif au pusitit ; doiir enlin Texcès A du nombre de fois 
où elle v.i du m — sur le nombre ûi\ fois où elle va du — au -h 
en s u\anuui>sant . est éi^al à zéro, ce qu'il fallait prouver. 

» 2". Quand !e tlieorème de M. Clauchy a lieu pour deux eontours 

ABCA, A(.DA qui ont une partie commune AC , il a heu également 

pour le contour total ABCDA lurmé par leur réunion. Eu effet, 

p 

Texcès À du nombre de fois où q s'évanouissent passe du +au ^ 

sur le nombre de fois où cette fraction en s'évanouissant passe du — 
au -f- est le même, soit qu'on parcoure le contour total iVBCDA, 
soit qu'on parcourre successivement les deux contours ABCA, ACDA, 
puisqu'à chaque passage du -h au -- ou du — au -4- , qui a lieu quand 
on va sur le côté ÂG de C eu A , répond un passage inverse du — 
au + ou du + au — , quand on va sur le même càlé de A en G. Or 
en supposant que le nombre des racines soit égal à ft'dans le con- 
tour ABGA, et à dans le contour ACDA, on a A= 2^' pour le 
premier de ces contours, et A ap* pour le second, puisque le 
théorème de M. Cauchy est supposé applicable à l^in et à l'autre : 
diaprés ce qu'on vient de voir, il résulte de là que, pour le contour 
total ABGDA, on a A = 2 f y '-h a" ) ; donc le théorème de M. Gauchy 
est vrai pour le contour ABCDA qui renferme p." racines. 

» Si l'on ronsid(^re un nombre quelconque de contours juxta- 
posés, pour chacun desquels ce théorème ail lieu, il aura lieu éga- 
leuionl \miv le contour total i'ornie par la réunion de ces deux-là : 
c'est ce qu On \ ei ra en ! ('iuiisï>anl ces contours successivement deux 
à deux , comme on poiil le faire d'après ce qui vient d être démontré. 
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» 3". Étant dmiiu' un contour quelconque AB('., on pont toujoin-s 
le concevoir divisé : l. En contours convexes tracés autour de cha- 
que racine contcmu' dcins l inlérieur de ABC , et .issujettis aux con- 
ditions énoiicécti n ' 19, II. En contours semblables à ceu\ dont on 
a parlé (i°) , c'est-à-dire pour Icscjucls on n'a jamiiis à la fois P o , 
Q = o. Le théorème de M. Ouichy ayant lieu pour les diverses par- 
lies dans lesquelles on divise le contour ABC aura lieu pour ce con- 
tour même ABC, dont la forme est arbitraire. 

» Ce théorème est donc entièrement démontré. 

» Toutefois, nous excluons formellement le cas particulier où, 
pour quelque point de la courbe ABC, on aurait à la fois P= o, 
Q = o ; ce cas particulier ne jouit d*aucune propriété régulière , et 
ne peut donner lieu à aucun théorème : car dès qu^on l'admet l'excès 
à peut varier avec la forme du contour sans que In nombre ft varie; 
de sorte qu'il n'existe alors entre et A aucune relation constante. » 

ASYMPTOTES DBS COURBES P , Q, P — Q, P + Q^ DANS LB CAS QU P 
BT Q SONT DBS FONCTIONS AUSÉBRIOUBS BT ENTIÈRES. — THEORàllB 
SUR LE NOMBRE DES RACINES d'uNB ÉQUATION ALGÉBRIOVE. 

21. Suit une équation al^'ébrique et entière de degré /«, 



f(z) = (A. + B. ï/:^) ««4- (A, -hB, |/=T) a"-' +. . . 
+. (A,,-|-B„v^) = o; 



P = p r"' cos {X -h /« w) 4- p, r"'- ' cos [x, + — i ) wj 
-j- p,r"*"' cos [«, + ('« — a) w] 4- ... , 

Q = pi^ sin (a H- //; w) -|- p, r^"' sin [«, + — I ) «J 
-i-p,r"-' sin [«, + («t - a) w] +. . . , 

Les polynômes P et Q ainsi définis, nous allons diereber tes 
asymptotes des courbes données par les équations P = o, Q~o. 



bt nous posons 



z = oy+j*/^ = r (cos«»-h v/^sin»), 

A,-l-B. ^(cos:e„-hv/^sinaJ, 



nous aurons 




d'où 



Les coefficients nnguUiires des asymptotes d'une courbe al- 
gébrique de degré s obtiennent en égalant à o la somme des 
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termes (iu âon équalion du //i^"" degré, après y avoir imi x — rco8o>, 

j- = /• sin &>. 

Or, les lermes.du degré des polyn(\mes V el g proviennent 
.éridemmenl de la substitution de — i à la place de z dans 

le terme (A,+B,|/^) de l'équation /(s) = o. Donc, si réser- 
vant w pour désigner Tanglc qu'une as\ mptote à la courbe P fait 
avec Vaxe des on appelle v l'angle analogue relatif à la courbe Q, 
on obtiendra o» et v en posant 

p r"' cos sct. -f- /M w) = 0, p cos (x -1- /« v) -= o, 

fi'où Ton tire 



(i6) 



» = \-k 1 , 

tn, m 2 /n 

a , « \ K 

u__ U-A — = &> — . 

j» /M %m 



23. Ouaiui l *''<|u;ilion (Tune courlic de degré in est telle, (|u'on 
{misse [aire disparaitre les termes <iu {m — i)"""" degré en pu.saat 
a.— .r'-j-x,, r = >■'+>,, on s;iit i\\\\> toutes les asymptotcs do 
cette courbe passent par le point i^^,, }. 

Les courbes P et 0 sont dan?; re c«ns. 

lùi effet si dans l'équiition = o on fait 3 = s' -h / -i- > , v/— i> 
il suiiira, pour faire disparaître le ternies en z"" ', de poser 

^ I A, + B, y/^ 



ou bien séparépient, 



_ i A,A.H-B„B. 



m AJ-hBJ ' ' m AiH-Bi 

1,3 transformée en z* n'ayant pas de termes du \m— i)'""' «legre, 
îcs polynômes P,, On analoirues à P et à 0. l'on en déduit en 

posant a' = n'auront pas non plus de termes de ce 

degré. 

Mais il est évident que P, et Q, sont ce que deviennent P et Q 
4]uanfl on y fait .r = ,/ ' -i- r,, y — y'-\-r^. Ainsi, les polynômes P 
ot Q perdent leurs lerines du degré /// — i par ce changement de 
variables, et, par suite, toutes les asymptotes des courbes P et Q 
passent par le point (x,, j,), 

âi. Des formules (i6) il résulte : i** que les deux courbes P et Q 
^ni chacune m asymptotes distinctes; ^ que deux asymptotes 
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TT 

consécutives de l'une d'elles comprennent un angle égal à 

dont la bissectrice est une asymptote de l'autre courbe 

La construction des asymptotes est donc la même que celle des 
tangentes en un point-racine de l'ordre n. 

Les équations qui donnent tang &> et tang u n'ayant que des ra- 
cines inégales, les asymptotes ainsi obtenues sont bien réelles et 
s'approchent indéfiniment des courbes P et Q, tant du côté de l'in- 
fini positif que du côté de l'infini négatif. 

25. Les courbes P — Q, P-hO ont aussi chacune m asymptotes 
qui passent par le point (x,, r, ). Leur position par rapport aux 
asymptotes des courttes P et Q est la même que celles des tan- 
gentes au 18. n résulte de là que si 'du point ) on décrit 
un cercle assez grand pour que, près de sa circonférence, les 
courbes se confondept sensiblement avec leurs asymptotes, un 
point mobOe, parcourant ce cercle dans le sens direct de rotation, 
rencontrera fois cbacune des quatre couibea et toujours dans 
l'ordre suivant : 

...,P-0, P, P-hO, 0, P-Q,.- 

Par conséquent, la différence entre les nombres des variations 

p 

descendantes et ascendantes du rapport ^ sera égale pour ce con- 
tour à •i.m. Lo nombre dos points-racines qu'il renferme est donc 
égal à in^ et comme au delà les coufbes ne peuvent pas se couper, 
on en cemclut que imae équation a^éèrique et entière^ de degré 
m, à coefj/leieiits quelco^ues^ admet m racines de la forme 

fROFUlÉTÉS UfcS St'RPACBS DONNÉES PA« EQUATIONS 

Z ~ Pj 3 Q. 

26. Si dans Pintégrale déEnie (475) 

Xair 
/(«)rfô = aff/(o)» 

1 

où u tient la place de x^y^^i = r(cos9+|/^sin9), on sup- 



(*) Ces propriétés des asymptotes ont été rouKtrquces par M. (fausset 
publiées par lui, en 1799) dans une tliéâC intitulée : Demonstratio nova 
tkeoreimatU omnem/uncUotttm ûigebraicam raiionaUm integram uniui varia-* 
blUs bt/miorts reales j^rkÊd vel leaurii gndus reutlvi ptute, Hélinttadii* 
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|)08e/{«) de la forme + («)v^~, et m (//) étanl des 
fonctions réelles de «, on aura séparément : 

f Prfe = !»7r*(o), / Q</0:=affH'(o), 

P et Q ayant toujours la même signification, mais devant être con- 
sidérées comme des fonctions réelles de r^nO et de rcosd. 
Voici une conséquence remarquable de ces formules : 
Soit V le volume d'un corps compris entre la surfàce « =- P, le 
plan et un cylindre droit de rayon r et ayant pour axe Taxe 
des «. On aura : 

ot enfin 

V = 7r/^*(o). 

Ainsi le volume considéré est égal à celui d*un cylindre ordinaire, 
de môme base et ayant pour hauteur ^ (o). 

En appelant U un volume analogue, dans lequel la surface s = Q 
remplacerait la surfiice 2 = P, on aurait de même 

U = irr»V(o). 

Dans le cas où la ionction f[u) est réelle, ce volume est cous- 
iammenl nuJ. 

RBliABQOES. 

-27. Les rourbcB doniH'Os ])ar les équations P = o, Q=o, ne 
soiil j);)s los seules qui |)Uissent servir à représenter par leurs 
iiiU'i sert ions lt>s lacines de réqiKition /(s) — o. En effet, on ne 
<'linn2;e [)iis les raciuus de cette équalion v\\ mulli[)liant sun premier 
lueinbre pu uue constante réelle ou imaginaire. Or, le premier 
membre de 1 équation 

se changera pour z=a:+j/— i en 

et les courbes données par les équations 

P, = rTP-èO = o, 0, = APH-aQ = o 

se couperont aux puint6-ru» ines de la prop()sét\ 

Los courbes P, et Q, jeuisseiit des mêmes propriétés que les 
< uurbes P et Q, et si on ajoute à cotte remarque, qu'en chaque 
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point de ia courbe P, le ra|)puil - fst é^jal u -t on aura deux 

théorèmes, qui pourront s'énoncer d'une manière abrégée comme 
il suit : « 
p 

Le rapport ^' a la même vakttr à tous les sommets €pim poly- 
gone régulier in fiminenl petit de m côtés, dont le centre est un 

point-racine de (ordre n. 
p 

Le n^ymt ^a la même valeur à tous les sommets tPun pofy- 

gone régulier infininu nt gnind de 'nn < ntrs dont le centre est le 
point de concours des nsymptoles. ~ Le dernier théorème ifa lieu 
que dans le cas où P et Q sont des fonctions algébriques et en- 
tières de degré m. 

28, Tous les théorèmes démontrés dans celte Note ne s'appliquent 
qîi'anx fonctions que M. Liouvillo appelle bien déterminées^ c'est-à 
dire à celles qui ne prennent qu'unie seule valeur pour chaque va- 
leur de la variable z = x \/~\, et qui varient d*une manière 
continue quand le point (a:, ae déplace suivant une courbe quel- 
conque. 



NOTE V. 

■ 

BXBKCiCBS SUR LA RBGTIPICATION 1>B8 COURBES PLÀNBS» 

Par M. B. Proohbt. 



FonnnlA pour la rectification des arcs. — Approximation des ares. — 
TransforiliAiioii des arcs de courbe* — Courbes rectifiables. 



FORlfi;LE POUR LA RECTIFICATION DES ARCS DE COURBE PLANli. 

1. Soîokt ÂB une courbe plane, 0 un point pris dans son plan, 
OP une perpendiculaire à la tangente menée à la courbe AB par un 
de ses points M : La normale à la courbe y lieu des points P, s^oif' 
tient enjoignant le point P au milieu de la droite OM. 



2. Si Pon désigne par p ia perpendiculaire OP et par w /' 
«fue cette droite fait avee un axe Ji-rcy on aura 



uni. 
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Cela résulte de ce que PM est éjiale ù la sous-normale de la po- 
daire (c'est ainsi qu'on nomme le lien des puints P), quand on con- 
sidère et <•» comme des coordonnées polaires. 

3. Si du point 0 on abaisse une perpendiculaire OQ sur la nor-* 
tmde (M à ia coûtée AB> C éUmt te eaUn de courbure , on aura 



car le point Q appertieni- à la podaîre de la développée de la 
courbe AB. 

i. Si fon rlf'<ii>^!i< l'an AR fxir .v, et par x et fj lr\ angles que les 
normales au.i jmuUs k et h font avec un axe fixe, on aura 

£q effet, p étant le rayon de courbure, on a ' 

s^J%dt^ = y^(OP=fcC0)rf«- fif+wj^y^'' 

5. Quand le point 0 est le point de concours des normales extrê- 
mes et plus généralement quand les ejetrémités de Varc AB sont 
également distantes des points conesponAmts de la podaifv, on a 

(11) f^/xl^. 

Conséquence de (2) et de (4). 

6. La formule (l) ne change pas quand on change p en 

/> -h « cos w 4- i sin w. 
Analytiquement cela résulte de ce que 

z — a cosw -h ^ sin» 
est l'intégrale générale de l'équation 

géomt'triqiionieiit celte transformation revient à déplacer le point 
d ou I on abaisse des perpendiculaires sur les tangentes à la cx)urbe. 



Digitized by Google 



NÔTE V, 5if t 

AmtOmUlON DBS ARCS DB «OUBBB. 

7. Soient AB un arc co/n'cxe, 0 «H point pris dtuu la concavité 
tie cette courbe, «r fang/e des normales e.ttrrinrs , en dési fanant 
par p,, p„ pj... Us rtiyom de couHmre qui font, avec ta not' 

nulle au pmnt A les angles o, — ) — ? — • - • » c»« mtm 
AB < g - ^^ ■ ^"'-S 



n 



si d*ailleurs r v/ négatif pour les valeurs de «» comprises entrr 

o et X3. 

Ces deux inégalités résultenl de ce que J pr/M peut être consi- 
dérée comme l'aire d'une courbe convexe dont p el w seraient les^ 
coordonnées recCanguIaires. 

8. «&■ O est le point de concours des normales extrêmes ^ et p^, 
Po P^\" -1 Pin les perpendiculaires abaissées sur les c^és un ptÀy- 
gone équiangle circonscrit à la courbfi liByon aura 

AB = limo t£L±£î±£ili:Z^ pour 

AB = iimg ^' pour 

9. Soit CD une droite jxir-tfigéc nu point K en deux segmentSy 
CR — ÇX) - h. Si l'on jxntcigc en m parties égales Ut drmi- 
< ircoti férc/iec décrite sur CD ranime diavu-trc cl (pte Con désigne 
pur p..„, les droites menées du point E aux divers points 
de division, le périmètre de fellipse ayant 'xa et ih pour axes sera 
compris entre deux circonférences ayant pour ray'ons la première 

n 

et la seconde 

n 

\je lh( Oit me aurait encore lieu si le point E était })ris sur le^ 
proloDgeiiicnt de CD et que Ton eût encore £C = «r, ED = 6. 

40» La nHyjrenne des Mstances d'un point pris dans le plan ^utf 
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cerctt-, aux sommets (Pttn pnh a^o/tr rr^^iffirr (Pttm- iiifinité de rÔtén 
inscrits dans le ccrvh , est égale ati périmètre dtune ellipse ayant 
pour demi-axes la plus grande et in plus eourte distance du //oiat 
à la cireonférence, divisé par air. — Cas où le point est pris sur la 

cirronfére/ice 

Conséquence dè (9). 

H. Le périmètre d^uneeUipsenyaut pour axes ia et a A, <^/> /», 
étant désigné par E, on a 

L 277* — — ï h <^ nz' * 

a • a- 

li^îMr* ï; ï fa^ay ■ • 

4 a 



Conséquence de (9). 

12. Si ÂB et A'B' sont deux droites parallèles, el«t, b, des points 
pris sur les droites AÂ\ BB'» de telle sorte que 

ka bh m 

on aura 

. nAh^mA'W 

Où = • 

m-hn 

On prendra le sic;nr si les droilos AU, A li sont dirigées dans le 
même sens, et le signe — dans |c cas contraira. 

13. Si plusieurs polygones ABCD. . A'B'C'D'. A'B'Cir. . 
ont leurs côtés respectivement parallèles f si a est le centre de grmité 
dès sommets homok^es A, A', A' ... ; b eebti des ^tommets B, B', 
B*. . tf/ ainsi de suite ^ le polygone abcd, . . aura ses côtés paral- 
lèles à ceux des premiers polygones, et son périmètre sera égal à 
la moyenne arithnétique des périmètres des polygones proposés* 

Se démontrera d'abord pour deux polygones, puis pour trois, et 
ainsi de suite, au moyen du théorème 12. 

\\. Soient C, C, C, . . . plusieurs courbes, A, A , A", . . . des points 
appartenant respectivement à ces courbes et tels, que les tangentes 
en ces points soient parallèles. Soit a le centre de gravité des points 
A, A', A",... considérés comme des points matériels de poids 
égaux. & les points A, A', . . . se meuvent sur leurs courbes respeett- 
ves en remfdissatU toujours les conditions précédentes. Parc dé 
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courbe décrit par le point a sera égal à ia moyenne arithmétique des 
ares décrits par les /joi/tts A , A', . > . , ^/i prenant avec le mémè siffie 
les arcs décrits dans h même sens* 

15, Étant donné un arc AB, le transformer en un arc d'espèce 
différente et de même longueur. 

Soient OÂ etOB les normales menées aui extrémités de Tare AB. 

* 

Soit A'B' ce que devient AB quand on fiiit tourner ia fig;ure autour 
de la bissectrice OC de l'angle AOB. En appliquant le théorème H,^ 
on aura une courbe ab égale à la demi-«>mme des arcs AB et A'B', 
et par conséquent égale à chacun de ces arcs. 

La courbe ab est symétrique par rapport à OC. En doublant les 
dimensions d'uno de ses moitiés, on aura une courbe a'c' égalo ^ 
à AB, mais dont U s normales extrêmes feront un angle égal à la^ 
moitié de l'angle AUB. 

lin ojiôrant sur a'c' comme sur AB et répétant indéliiiimont rctte 
puite d'opérations, on transformera !*arc pnnnt l en arcs égaux 
dont les normales extrêmes feront un angle dt^ plus en plus \mlït 
et qui, par conséquenti diiiéreront de moins en moins d'une ligne 
droite. 

16. Dans la transformation précédente, on a changé un arc AB 

en un autre arr de même ouverture ou d'une ouverture moitié moin- 
dre, c'est-à-dire dans lequel le? normales extrêmes faisaient le même 
angle ou un angle moitié moindre. Soit o Touverture d'un certain 
arc AB, posons/' = y (u) : on a 

On aurait encore 

Soit p^ = / (w) l'é<iuation de la podaire d'une certaine courbe dont 
l'arc serait repré^nlé par la formule précédente : on doit avoir 

/(«)+/;(«)=/(««) 4-/- (««). 

La fonction / est donc donnée par une équation différentielle li* 
néaire du second ordre, en général difficile à intégrer. 




GOURBSS nËCrriFlABLES. 



i7. Trouver uné courbe cnnnaissant sa porlaire/ 
Si /»=:/(«)) est l'équation de la podaire, r le rayon vecteur delà 
U. a3 
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354 COURS U ANALYSE. 

oourbo cliercliée ot Ô l'angle de ce rayon vecteur avec l axe fixe au- 
quel la podaire est rapportée, il faudra éliminer «> entre les deux 
équations 

18. Sii'on prend f[tù) égtd à ladérhée d*me certaine, fonction. 
F(ft%), Pétimination pric^ente donnera une équation 

qui représentera une courbe rectifiabte, 

19. On obtiendra encore une courbe reclifiabie si l^on trouve une 
fonction M x telle, que l*on puisse trouver en termes finis les 
intégrales 

Il suj/tra de poser 

En prenant M de la forme M — rtr", nn aura «ne courbe algé- 
briquG» Si M esl une frartion al.::ébri(|iu' rationnelle, la rectificaliou 
de la < oarbe dépendra généralement des arcs de cercle et des loga* 
ritiiiueâ. 



NOTE VL 

SUR LA RÉDUCTION DES SOMMES AUX INTÉGRALES, 

Par M. E. PsomST. 



Formule fondamentale. — Application de cotte formule aux fonctions en- 
tières, — aux fonctions fractionnaires, — aux fonctionti transcendante». 
— Théorèmes à démontrer. 

fOnMULB FONDAMENTALE. 

i . Soit / ( r) une fonction quéloonque et n un nombre entier poeî" 
tif.ProposonsF-nous de trouver une fonction ^ ( « ) telle, que l'on ait 
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«OTE VI. 355 

Posons 

(a) Un) =f\x) -h/(« -h A) H- a A) +. . . 

— i/i). 

Il en résultera 

(3) y(«-|-0-5>(«)=/(j;-|-/iA), 

(4) ^(«-hi)-^'(/ï)=/'(a?-hiï/i). 

La fonction ^ doit satisfaire a l ecpiation ( '5 ) pour des valeurs en- 
tières do //; mais il est clair que relie condition sera remplie à plus 
forte raison, si l'on obtient une fonetion ty telle, que l'équation ( 3) 
soit saLisfaitiî poui toutes les valeurs (jue l'un mettrait à la i)laee de n. 
Alors l'équation (3) est identique. On pourra donc prendre les dé- 
rivées des deux membres par rapport à et l'on aura 

(5) '^'{n-hi)-ff'{n)r.hf{x + nh), 
et, en comparant avec Téquation (4 ), 

(6) f(if-hi)-f(«) = A^(«-M)-A-H«). 

Si maintenant nous changeons successivement n en , 
n + Â\ nous aurons, en ajoutant les résultats, 

ç'(«-i-X)-^'(«) = A^K«+A)-A4(/î), 

ou bien 

(7) t'I^j-A^-t»)^ -A-|r(/,4-X'). 

Le premier memlire de cette égalité est indépendant de / ; donc il 
doit en être de mèuic du second : mais ce dernier est une fonction 
de rt -f-/-, et il ne peut pas elie indépendant de A sans l'être de //. 
Donc l'égalité (7) sera satisfaite si i on pose 

(8) f'[n)^hUii)^c, 

c désignant une constante, c'est-à-dire un nombre indépt;ndant de n. 
En désignant v(«) par ^f\x] et ^(w) par S/'(x), on aura 

el en intégrant, 

(I) . ' ^f{a:)^hjsf(s)cin-hen, 

formule qui fait dépendre la sommation de la fonction /'( r) de la 
sommation de sa dérivée. On n'syouto pas de nouvelle constante, 
parce que S/(a;)doît être nulle pour n = o. 
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356 COURS d'asaltse. 

Ai'l'LlCATlU.N AUX FONCTIONS £.VT1£B£S. 

S. SQppOflons que f[x) soit une fonction entière dit degié m; 
alors /*(^) est une constante A, et Ton a tout d'abord 

d'où Ton tire socces^vement, en appliquant ta formule (I), 



' ' i.a.3 i^a 1 



Sr-^U) AA»/»- B.A'ii* B,A«' n,.. 



. et enfin 



S/(JP)= • ;^ ; r-\-^- \ ■ 1 7\+»'" 

-!-•.!!!=! 1 21—. 

1 .a I 

Bit B„. . sont des constantes dont la valeur se détenninem 
successivement, à chaque inté^tioii, en ^sant ji = i. 

3. On trouvera tré^-facilement par ce moyen les sommesdes puis- 
sances des n premiers nombres. En désignant ces sommes par S„ 
S„ S,, etc., on aura, en général, 

(H) S«=/w r"s^,./Ai4-c; 

on a d'abord 
et en intégrant, 

Pour déterminer on fera n = i, ce qui réduit le. premier membre 

à 1 ; ou aura donc i — - -f- d'où c = - .et 

s, = 2^+2. 
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HOTE VL 

On aura de'la même manière 

- fip ^ /I* ri' . n 
S,= 3- + 7 + c« = 3-4-- + g, 

et ainsi de suite. 

On voit ([ue la formule (II) présente un grand avantage sur la for- 
mule du n" 7 i3 qui fait dépendre chaque somme de toutes les sommes 
d'im indice moindre. En partant de la valeur de S,, donnée au nu- 
niéio cité, on trouvera facilement 



rr n mi // 



S, h-H- 

^' " r ■•t 17 " I4" ' 

• 9 a 3 i5 9 3o 

• ~ 10 a 4 10 a ao ' 

17 + T "^T- "'-^ r - 66 ' 

s 

•"~îâ"^T"' Tâ 8 6 8 ""17' 



APn.ICAT10N AUX FONCTIONS mCTIONNAllIBS. 

4. Posons 

On a trouvé (741) 

^ ' l.a a. 3 n(«+i) «-hi 

On aura donc 

• • • ^ 



De lâ résulte 



Pour détenoiner la conslantO} faisons c = i : le premier membre se 
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réduit à jet S/ (a ) à — donc c ^ i, et, uar suite, 
4 ' .4 

I _ 3 5 aw-h ' 



ou bien 

APPLICATION AUX FONCTIONS TRANSCENDANTES. 

r». Soit 

^ = S/(x) - 1 4- 1 -h H- 4-... -{-«"-', 
\» formule (1) donoenit eo remarquant que/'(j;) 

équation dont l'intégrale est 

X = — c. 

Los constantes se déterminent en faisant » =: o, n i , ce qui donne 

0 = c' — c, 

1 = c*e — c; 

1 

d'où l'on tire c = c' = — , et, par conséquent, 
formule connue. 

6. Comme dernière applirntion. nous allons faire voir comment 
on peut, par le moyen do hi formule (I), ramener à une question 
de calcul intégral ordinaire la sommation d'une classe très-étendue 
de fonctions transcemiantes. 

1. Soient 

u' étant la dérivée de u, La formule (1 ) donne immédiatement 

dr 

éiiuation différentielle du premier ordre qui ramène Sud" kSu^d", 
Si donc H est une fonction algébrique et eaiière de alors x dé- 
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pendra, ea dernière analyse, d'une équation éà ia forme 

qui s mtègce immédiatement. 
Soient 

^1 = S ' sin^x, 2, = Sic' ces &r : 
on auru, en difl'érentiant deux fois de suite, 

f/y . 

Cette seconde équation, linéaire et du second ordre, ramène donc 
Susin^ à Sic'sin^x et à Sm'cosAx. On pourra donc trouver 
S u sin bx, par une 8uite de semblables réductions, quand u sera une 
fonclion de a; algébrique et entière. 
3°. Soient 

^ = S u&" sin bx^ s = S COS &r, 
= Su'c^sin^j?^ «, = Sm'c** C08&r, 



on aura 



72 7 - 

= /» H- * l -H *r + «» + ^, ) + « > 

l'élimination de z entre ces deux é<[uation<^ donnera une équation du 
second ordre et fera dépendre y de j^, et de z,. H sera donc possible 
d'obtenir les intégrales demandées quand u sera une lenction algé- 
brique «'L entière. 

Si maintenant on se rappelle que les puissances de sinA.r et do 
co^bx peuvent s'exprimer en sommes de sinus ou de cosinus des 
multiples de 6x, on conclura des trois cas que nous venons d'exa- 
miner, la possibilité d'obtenu 

S/( or, sin àor, CM te| e" ), 

lorsque la fonctioD/sera algébrique et entière. 

THÉORÈMES A DÂMONTREK. 

1. m m est un nombre impair, on tmra 

S„=ii»(«-i-i)>[«(/H.i)], 
f déâignant unefimethn entière. 
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^6o COURS U AKiLYSE. 

' 8. m est un wtriUttv pair y om aura ' 

f désignant une fonction cfUièrc, | 

9. Soient ta somme des puissances des nombres entiers i 
premiers à tetUier n et inférieurs à ce nomhre; e la constante qui ^ 
entre dans la formule ( II ) ; P ( i ) r expression i 

, 6, . . . , / éUmt les ftuAeurs premiers de n\on aura 
s„=m r\_,«ûH-fP(^~i)x«. 

On conclut de là que pour obtenir .ï„„ il suffirait de multiplier les 
termes du développement de ordonné par rapport aux puissances 
décroissantes de respecUvement par P (— i ), P ( o), P (i ) . . . . On 
aurait ainsi, en observant que P ( o } := o, 

^. = f P(-0-i-^P(i). 

et ainsi de suite, (f^oir pour cette dernière question un article de 
M. Tbacker dans le Journal de CreUe, tome XL, ou les NouifeUei 
Jnnaks de Mathématiques^ tome X, page 3a4* ) 



Fin DU sbcoud ▼olviie« 
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